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Verzeichnis der verwendeten Symbole

Die folgende Ubersicht enthalt eine Zusammenstellung der in dieser Arbeit mehrfach unter
der gleichen Bedeutung verwendeten Symbole. Die Bedeutung fur die hier nicht aufgefthrten
Symbole kbnnen dem entsprechenden Kontext entnommen werden.

Anstelle des Kommas fir die Trennung von ganz- und bruchzahligem Anteil wird in dieser
Arbeit in Anlehnung an die Rechnerausgabe der Dezimalpunkt benutzt.

Q dreidimensionales Gebiet

I'=09Q Rand des Gebieté3

Q abgeschlossenes Gebit £ 0 U Q)

I Randstiick mit Randbedingungen 1. Art

Iy Randstick mit Randbedingungen 2. Art

I's Randstick mit Randbedingungen 3. Art

I'g Randstlck entlang der Erdoberflache

I =T\Tg Randstiick nicht entlang der Oberflache

7 Vernetzung (Triangularisierung) des Gebiegtes

T Elementr der Vernetzung

T Referenzelement

Ry, Anzahl der Elemente in der Vernetzufig

P, Anzahl der Knoten in der Vernetzuriy

N Anzahl der Knoten pro Element

h Diskretisierungsparameter

R n-dimensionaler euklidischer Raum

C(Q) Raum der irf) stetigen Funktionen

C(Q) Raum der inf2 stetigen Funktionen

c™(Q) Raum der il mmal stetig differenzierbaren Funktionen

C™(Q) Raum der inf2 m-mal stetig differenzierbaren Funktionen

Ly(2) Raum der Gibef2 quadratisch integrierbaren Funktionen

H™(Q) Raum derL,-Funktionen, deren verallgemeinerten Ableitungen bis zur
Ordnungm existieren und ebenfalls Element des Rauthg$?) sind

V Raum der Test- und Ansatzfunktionen

Vo Raum der Funktionen aus, welche auf dem
Randstuck’; gleich Null sind

Vo Menge der Funktionen aus, welche die

Vi,

Randbedingungen 1. Art erfillen
endlichdimensionaler Teilraum vadn
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Bilinearform

Linearform

Euklidisches Skalarprodukt if"”

Vektor

exakte Losung eines Randwertproblems
Finite-Elemente-Naherungslosung
Finite-Elemente-Ansatzfunktion
Formfunktionen tiber dem Elemefit”
Formfunktionen tiber dem Referenzelemefit
(verallgemeinerte) Ableitung der Funktiemachz;
Normalenableitung der Funktian

Gradient vorv

Divergenz vony

Rotation vony

Steifigkeitsmatrix mit den Komponenteh;
Lastvektor mit den Komponentefa
Elementsteifigkeitsmatrix fiir das Elemefit’
Elementlastvektor firr das Element”)
Konditionszahl der Matrix4

kleinster Eigenwert der Matrix

grof3ter Eigenwert der Matrid

Anzahl an Prozessoren

paralleler Speedup fli? Prozessoren
Laufzeit fur P Prozessoren
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1 Einleitung

Die Interpretation geoelektrischer Gleichstrommessungen erfordert in zunehmendem Mal3e den
Einsatz von rechnergestitzten Auswertemethoden. Auf diesem Gebiet nimmt die Vorwartsmo-
dellierung einen wichtigen Platz ein. Bei der Planung und Bearbeitung von Messungen, der
Ldsung der direkten und inversen Aufgabe ist die Vorwartsrechnung zu einem unverzichtbaren
Werkzeug geworden. Ausgehend von einer Verteilung der elektrischen Leitfahigkeit wird bei
der L6sung der Vorwéartsaufgabe das elektrische Potential einer oder mehrerer Stromquellen
berechnet.

Die bekanntesten Ansatze zur Losung des Vorwartsproblems basieren auf Finite-Differenzen-
oder Finite-Elemente-Algorithmen. Die Entwicklung der Finite-Differenzen-Methode fir die
Geophysik begann in den 1970er Jahren (Dey und Morrison, 1979). Uber die Jahre wurde das
Verfahren standig u. a. durch den Einsatz von effektiveren Gleichungslésern (Spitzer, 1995) und
Techniken zur Verbesserung der Genauigkeit (Lowry, Allen und Shive, 1989) weiterentwickelt.
In Arbeiten von Coggon (1971) und Pridmore et al. (1981) wird die Finite-Elemente-Methode
fur die Gleichstromgeoelektrik eingefuhrt. Weitere Veroffentlichungen zu diesem Verfahren
wurden u. a. von Sasaki (1994) sowie Bing und Greenhalgh (2001) vorgelegt. Vor- und Nach-
teile beider Methoden werden in einem Artikel von Li und Spitzer (2002) gegenibergestellt.

Ein Vorteil der Finite-Elemente-Methode ist die enorme Flexibilitat. Bei einer hohen Genau-
igkeit der Modellrechnungen kdnnen relativ einfach komplizierte Topographien und Leitfahig-
keitsstrukturen nachgebildet werden.

In Abbildung[1.] ist beispielhaft fiir ein Modell des Vulkans Merapi (Insel Java) ein unstruk-
turiertes Tetraedergit@dargestellt (Rucker, 2003). Anhand dieses Modells, das eine Kanten-
lange vonl 50 km besitzt, lasst sich erahnen wie aufwandig Modellrechnungen werden kdnnen.
Wenn zusétzlich Leitfahigkeitsstrukturen in dieses Modell eingebaut werden, kann das erstellte
Gitter bis zu10° Knoten enthalten, fir die bei der Finite-Elemente-Diskretisierung Potential-
werte zu bestimmen sind.

Die damit verbundenen Anforderungen an die Rechentechnik werden enorm. Neben effizienten
Algorithmen ist die Verwendung von Parallelrechnern eine Méglichkeit, um dem entgegen zu
treten. Die Kosten fir Multiprozessormaschinen tibersteigen aber in der Praxis haufig den Rah-
men der finanziellen Mdglichkeiten. Eine Verringerung der anfallenden Kosten verspricht der
Einsatz normaler PC-Technik. In jingster Vergangenheit werden immer mehr Parallelrechner
durch Zusammenfassen von PCs zu Clustern realisiert. In der Studienarbeit von Oeser (2002)
konnte nachgewiesen werden, dass dies ein erfolgversprechender Ansatz fiir die Geophysik ist.

1zur Verfiigung gestellt von Carsten Riicker, Universitat Leipzig, Institut fiir Geophysik und Geologie, TalstralRe
35, 04103 Leipzig, E-Mail: cruecker@uni-leipzig.de.
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Abbildung 1.1:Unstrukturiertes Tetraedergitter fur ein Modell des Vulkans Merapi

Bei grolRen Parallelrechnern wird speziell fir den parallelen Rechenbetrieb entwickelte Hard-
ware eingesetzt. Diese ermdglicht teilweise eine einfache programmiertechnische Umsetzung.
Der Einsatz sogenannter PC- oder Linux-Cluster erfordert hingegen einen Mehraufwand bei
der Implementierung der Algorithmen. Aus diesem Grund haben sich heute sogenannte nach-
richtenorientierte Programmiermodelle durchgesetzt (Huber, 1997). Die Parallelisierung einer
Finite-Elemente-Modellrechnung ist dennoch mit einem erheblichen Zeitaufwand verbunden.
Ein Ansatz, um dem entgegen zu wirken, ist die Verwendung von frei zuganglicher Software.
Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein solches Programm unter Nutzung vorhandener Ressourcen und
freier Software zu erstellen. Die Entwicklung freier Software hat in den letzten Jahren einen
bedeutenden Aufschwung erhalten, nicht zuletzt durch die Beteiligung namhafter Firmen. Die
Liste entsprechender parallelisierter Programmpakete ist dennoch Uberschaubar. Einen hohen
Entwicklungsstand weist die libMesh-Bibliothek (Kirk et al., 2004) auf.

Uber diese Finite-Elemente-Bibliothek ist es moglich, die aufwéandige Entwicklungsarbeit fiir
ein parallelisiertes Vorwartsmodellierungsprogramm auf Basis der Finite-Elemente-Methode
zu reduzieren. Im Anschluss an die Implementierung (Kapjtel 3) ist es notwendig die Genau-
igkeit des erstellten Programmes anhand analytischer Vergleichslésungen fiir einfache Modelle
zu untersuchen. Weiterhin soll das Laufzeitverhalten mit zunehmender Anzahl an eingesetz-
ten Prozessoren geprift werden (Kagitel 4). Fur die weitere Verwendung des Programmes ist
dariiber hinaus eine Dokumentation des Quelltextes erforderlich. Im folgenden Abschnitt sol-
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len die physikalischen Grundlagen, die Theorie zur Finite-Elemente-Methode und Ansétze fir
Parallelisierung erlautert werden.



2 Theoretische Grundlagen 9

2 Theoretische Grundlagen

2.1 Die Geoelektrik

Die Grundlage aller Uberlegungen zu elektromagnetischen Problemstellungen bilden die von
Maxwell zusammengetragenen Gleichungen.

2.1.1 Die MAXWELL schen Gleichungen

Die MAXWELL schen Gleichungen in ihrer differentiellen Form lauten

rot H = j—i—ﬁ (2.1)
rot B = —é (2.2)
divB = 0 (2.3)
divD = p. (2.4)

Die Beziehung zwischen der magnetischen Feldstafkeler elektrischen Stromdichfeund

der elektrischen Flussdichfe beschreibt die erste MNkWELL sche Gleichung, auchMPERE

sches Durchflutungsgesetz genannt. Die Wirbel des magnetischen Feldes werden durch die
elektrische Stromdichte und die zeitliche Veranderung der elektrischen Flussdichte hervorge-
rufen. In der zweiten Gleichung, auchRADAY sches Induktionsgesetz genannt, sind die elek-
trische Feldstark& und die magnetische FlussdicHBemiteinander verknupft. Die Wirbel des
elektrischen Feldes entstehen durch die zeitliche Veranderung der magnetischen Flussdichte.
Die dritte Gleichung besagt, dass die magnetische Flussdichte keine Quellen besitzt. Dass die
elektrische Ladungsdichiedie Quelle des elektrischen Feldes ist, wird in der vierteaxiv
WELLschen Gleichung verdeutlicht.

Die vier Feldgleichungen sind Giber Materialgleichungen miteinander verknupft. Diese sind

—

B = uH (2.5)
D = ¢E (2.6)
j = oE (2.7)

mit den Materialgro3en

= pop, Magnetische Permeabilitat e = goe, dielektrische Permittivitat
Lo magnetische Feldkonstante ¢ elektrische Feldkonstante
Ly relative Permeabilitatszahl Er relative Permittivitat.

Die ersten beiden Materialgleichungen verknipfen die Feldstérke (magnetische oder elektri-
sche) mit der entsprechenden Flussdichte Uber einen Materialparameter. Die dritte Materialglei-
chung wird auch als @vsches Gesetz bezeichnet. Sie verbindet die elektrische Stromdichte
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mit der elektrischen Feldstarke Uber die elektrische Leitfahigkeit 1/, wobeip fir den
spezifischen elektrischen Widerstand steht. Die Materialparameteund o sind im Allge-

meinen tensorielle GrélRen, die von Druck, Temperatur und den Feldgrd3en selbst abhéngen
konnen. Fir die spater durchgefiihrten Modellierungen fuhrt die Wahl von linearen, isotropen
und homogenen Materialparametern fur einzelne Teilgebiete zu einer Vereinfachung der Mo-
dellrechnung.

2.1.2 Die Kontinuitatsgleichung

Die folgenden Untersuchungen sollen fur die Gleichstromgeoelektrik durchgefihrt werden.
Dieses geophysikalische Messverfahren verwendet stationéare Felder und Stromeabie M
WELLschen Gleichungen vereinfachen sich damit, da die partiellen Ableitungen nach der Zeit
gleich Null sind. Gleichund (2]2) kann damit umgeformt werden zu

rot £ =0, (2.8)

womit das elektrische Feld wirbelfrei ist und als Gradient des elektrischen Skalarpotentials
dargestellt werden kann

E = —grad . (2.9)
In jedem Punkt des betrachteten Gebid?egilt die Kontinuitatsgleichung, die sich durch Bil-
den der Divergenz von Gleichurig (R.1) ergibt

divj = Q, (2.10)

wobei Q einen Quellterm bezeichnet. In der Geoelektrik sind die Quellen Elektroden, tber
die dem Boden galvanisch Strom zugefuhrt wird. Die Stromelektrode wird ndherungsweise als
Punktquelle betrachtet. Befindet sich die Quellerheaind fliel3t ein elektrischer Strom dann
kann(@ als

Q= 16(r"—7%) (2.11)
dargestellt werden. Dabei istdie DIRACsche Deltadistribution undein Ortsvektor innerhalb
des Gebiete§. Durch Einsetzen folgt aus den Gleichungen](2[7), (2.9), (2.10)[und| (2.11) die
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

div (o grad ) = —16(F — 7%). (2.12)

Diese elliptische Differentialgleichung dient als Ausgangspunkt fir alle weiteren Untersuchung-
en. Liegt die Quelle der Stromeinspeisung an der Oberflache eines homogenen Halbraumes
(homogen bedeutet; ist konstant inf2), so hat Gleichung[ (2.12) mit der Randbedingung

lim|7 o ¢ = 0 die Losung
B 1
C 2mo|F — 7|

o(7) (2.13)
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2.1.3 Randbedingungen

Neben der partiellen Differentialgleichung (2.12) sind weitere Bedingungen an das Potential
¢ zu stellen. Da Gleichung (2.]12) nur fur Gebiéte (i = 1,2,...) gilt, in denenc einmal

stetig differenzierbar € C'(€;) ist, miissen folgende Bedingungen an Diskontinuitatenovon
gefordert werden:

e Das Potential muss stetig sein
1= . (2.14)

e Die Normalkomponente der Stromdiclgge = a% muss stetig sein

g 0P Ope
Yo T TCom

(2.15)

An den &uReren Randern des Modells missen entsprechende Randbedingungen vorgegeben
werden, die aus den physikalischen Gegebenheiten formuliert werden kénnen. Fir einen Rand
I' = 09 des Gebiete® werden die @ucHYschen Randbedingungen wie folgt beschrieben
do .

a(@—g&o)+5%+3020 auf T. (2.16)
Dabei bezeichnet den aul3eren Normalenvektor dufy, und j, sind angenommene Werte
des Potentials bzw. der Normalkomponente der StromdichtB.auf
Uber die Wahl der Werte fiar und 3 wird der Typ der Randbedingung festgelegt. Wahit man
a # 0und( = 0, so erhalt man eine IRICHLETSche Randbedingung. Wenn= 0 und # 0
sind, spricht man von BuMANNSschen Randbedingungen. Gemischte Randbedingungen erhalt
man, wenny, 3 # 0 sind. Von einer homogenen Randbedingung vom jeweiligen Typ spricht
man, wennp, = 0 und/oderj, = 0 ist.
Fur ein Modell als Teil des Erdkdrpers handelt es sich bei der Obelsgite der Regel um
die Erdoberflache. Da durch diese Randflache kein Strom flieRen darf, fordert man homogene
Randbedingungen 2. Art @UMANNSche Randbedingung)

0

920 auf Tp. (2.17)

on
Fur den anderen Teil der Beranduhg (I' = 'y U ') kbnnen entweder Randbedingungen
1. oder 3. Art (DRICHLETsche oder gemischte Randbedingungen) gefordert werden, die das
Verhaltenlim . ¢ = 0 approximieren. Fur eine Randbedingung vom TyRIBHLET nimmt

man an, dass das Potential auf dem Rand vernachlassigbar klein ist

=0 auf TI'.. (2.18)
¥
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Dey und Morrison (1979) schlugen folgende gemischte Randbedingungen vor

costAi) 4 92 0 auf T (2.19)
7 o
Den Normalenvektor an einem Punkt auf dem Rand bezeichinebhingegen” den Vektor
von der Quellg7; = (0,0,0)) zum Punkt auf dem Rand bezeichnet. Dies wird in Abbildung
verdeutlicht. Durch Gleichun19) wird ein asymptotisches Verhaltenpven - auf

dem Rand gefordert.

=

02

Abbildung 2.1:Gemischte Randbedingungen

2.1.4 Methodische Grundlagen

Das Verfahren der Gleichstromgeoelektrik verwendet kiinstlich in die Erde eingespeiste Gleich-
strome, um Uber die Messung von Potentialdifferenzen Informationen tber die Verteilung der
elektrischen Leitfahigkeit im Untergrund zu erhalten. Der Zusammenhang zwischen elektri-
schem Feld und Stromdichte ist durch dasM@che Gesetz (Gleichung (2.7)) gegeben. Beide
Grofen sind aber nicht direkt bestimmbar. Messbar sind der tUber die Elektroden A und B ein-
gespeiste Strom und der damit zwischen den Elektroden M und N erzeugte Spannungsabfall
U. In Abbildung[2.2 ist schematisch eine geoelektrische Messanordnung dargestellt.

Der spezifische elektrische Widerstaneines homogenen Halbraums ergibt sich aus dem Quo-
tienten vonU und/, der mit einem Konfigurationsfaktdr multipliziert wird

g—k% mit I =1Ip=—14. (2.20)

Fur Elektrodenanordnungen an der Erdoberflache wird der Konfigurationsfaktor berechnet tber

(2.21)
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Abbildung 2.2:Geoelektrische Messanordnung

Auch wenn es sich bei dem zu untersuchenden Gebiet nicht um einen homogenen Halbraum
handelt, sondern um ein Gebiet mit inhomogener Verteilung der elektrischen Leitfahigkeit, wird
analog zu den Gleichunggn (2120) upd (2.21) eine Grolze

05 = k;% (2.22)

berechnet, die jetzt als scheinbarer spezifischer elektrischer Widerstand bezeichnet wird. Durch
Verandern der Lage der Elektroden fir die Stromeinspeisung (A und B) und der Elektroden
fur die Messung des Spannungsabfalls (M und N) kann der laterale bzw. vertikale Untersu-
chungsbereich verandert werden. Fir spezielle Anordnungen der Elektroden kann die Berech-
nungsvorschrift fir den Konfigurationsfaktor vereinfacht werden. Diese Anordnungen erhalten
meist auch eine eigene Bezeichnung. Wird die Elektrode B im Unendlichen platziert, spricht
man von einer Pol-Quelle und die Terme in Gleichung (2.21), in denen B vorkommt, gehen
gegen Null und entfallen. Im Gegensatz dazu handelt es sich um eine Dipol-Quelle, wenn beide
Stromelektroden (A und B) genutzt werden. Wendet man die gleichen Uberlegungen auf die
Spannungselektroden an, so fuhrt dies in Kombination mit den Aussagen fur die Stromelektro-
den zu charakteristischen Anordnungen. Man spricht von Dipol-Dipol-, Dipol-Pol-, Pol-Dipol-
und Pol-Pol-Anordnungen. Nehmen die Abstande zwischen den Elektroden gewisse Vielfache
voneinander ein, so spricht man von Wenner- und Schlumberger-Anordnungen (Abbildung 2.3).
Weitere Details sind in Kntdel et al. (1997) sowie Militzer und Weber (1985) zu finden.

a) b)
A M N B A M| N B

Abbildung 2.3:a) Wenner- und b) Schlumberger-Anordnung



2 Theoretische Grundlagen 14

2.2 Die Methode der Finiten Elemente

Eine kurze Einfuhrung in die historische Entwicklung der Finite-Elemente-Methode (FEM) aus
Sicht der Mathematik und Ingenieurwissenschaften befindet sich in Jung und Langer (2001).
Fur die Geophysik und speziell die Geoelektrik kann eine erste Beschreibung der Methode der
Finiten Elemente (FE) in einem Artikel von Coggon (1971) nachgelesen werden. In der Folge
erschienen zahlreiche weitere Arbeiten u. a. von Pridmore et al. (1981), Sasaki (1994), Bing und
Greenhalgh (2001) sowie Li und Spitzer (2002). An deutschen Hochschulen wurden zu dieser
Thematik in jingster Vergangenheit Arbeiten von Ricker (1999) und Kemna (2000) vorgelegt.
In den folgenden Abschnitten wird ein kurzer Abriss der notwendigen Schritte zur Diskreti-
sierung mittels der Methode der Finiten Elemente gegeben. Dafir dient das Buch von Jung
und Langer (2001) als Vorlage. In Braess (1997) sind ebenfalls ausfuihrliche Darstellungen zu
finden.

2.2.1 Die schwache Formulierung

Im Gegensatz zu Finite-Differenzenverfahren bildet flr die FE-Diskretisierung nicht die klassi-

sche Formulierung (Gleichungen (2.12), (2.14), (R.15) (ind[2.16))

Gesuchtisty € C?(Q) N CH(QUT, UTs) N C(Q), sodass

div (o grad ) = —I0(7—75) auf Q,

=0 auf I'y,
0 2.23
=y auf T, (2.23)
on
0
—(f + ap = apg auf I's,
on

g||t mit I' = 9N} :Fl UFQ Ufg UndFZ’ ﬂFJ = ( furq #], o c Cl<Q>

den Ausgangspunkt, sondern die Variationsformulierung, die auch als schwache Formulierung
bezeichnet wird. Fir die Ableitung der Variationsformulierung zur Randwertaufgabe (2.23)
wird der Raum von Testfunktionen

Vo={ve H' Q) :¢v=0 aufl} (2.24)

eingefuhrt, der alle quadratische integrierbaren Funktionen enthalt, dig, atdrschwinden

und deren erste verallgemeinerte Ableitungen quadratisch integrierbar sind. Nach Multiplika-
tion der Differentialgleichung der Randwertaufgabe (P.23) mit einer Testfunktien;, und
Integration tbef? erhalt man

/div (o grad @) ¢ di = / —16(F — 75) Y dz . (2.25)

Q Q
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Die Anwendung der @EENschen Formel

/div (Agradu)vdi = — /(grad v)" Ngrad u di + / A % vds (2.26)
0 Q o9
liefert die aquivalente Beziehung zu Gleichupg (2.25)
/(grad¢)TUgrad¢df— /a % ds = /15(77— Ts) ¥ dT . (2.27)
Q o9 Q

Im nachsten Schritt werden die alif und I'; vorgegebenen Randbedingungen einbezogen.
Wegeny = 0 aufl'; ist

/U—wds—/ aﬁwds—i-/a—wds—i—/a—wds (2.28)

O+/Jg2wds+/oa(gpo—g0)wds (2.29)

Iy I's

und es gilt

/(gradw)Tagradgodf+/Uac,pwds

Q I's

:/]5(77—Fs)wds+/092¢ds+/aagogwds. (2.30)

Q I I3

Unter Beachtung der Randbedingungen 1. Art legt man die Menge der zuldssigen Funktionen
Vi ={p e H'(Q):p=g, aufl}. (2.31)

fest, in der die LOsung gesucht wird. Damit lautet die Variationsformulierung zu (2.23):

Gesuchtistp € V,,, sodass

alp, ) =) VY el (2.32)
gilt mit

/gradw Ugradgod$+/oac,pz/1ds,

s

/I(Sr—rs wds+/aggwds+/o&gpowds,

I I's
Vo ={p € H'(Q) 1 p=g1 aufl},
Vo={ve H(Q):¢p =0 aufl},
o€ L*(Q),0 € L*(Ts).

)
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Wie aus der Aufgabg (2.82) hervorgeht, nehmen die Randbedingungen in unterschiedlicher
Weise Einfluss auf die Variationsformulierung. Auf die lineare Mannigfaltigkeit, d.h. auf die
Definition der zulassigen Funktionéf, und die Menge der Testfunktionéfy hat die Rand-
bedingung 1. Art (wesentliche Randbedingung) Einfluss. Dahingegen fuhren die Randbedin-
gungen 2. und 3. Art (naturliche Randbedingungen) zu weiteren Termen in der symmetrischen,
positiv definiten Bilinearforna(.,.) und der Linearforni(.).

Die Variationsformulierung oder schwache Formulierung als eine Verallgemeinerung der klas-
sischen Formulierung stellt geringere Glattheitsforderungen an die Eingangsdatehdie
Losungy der Aufgabe als die klassische Formulierung. Wendet man die aus den physikali-
schen Gegebenheiten gewonnene Formulierung fiir die gemischten Randbedingurigen auf
und NEUMANNsche Randbedingungen duf (Abschnit{2.1.B) auf die schwache Formulierung
(2.32) an, so erhalt man die schwache Formulierung der gleichstromgeoelektrischen Randwert-
aufgabe:

Gesuchtistp € V, sodass
a(p,¥) =1l) YYeV (2.33)
gilt mit

cos(7, 1)

7]

/gradw 0grad<pdm+/ pds,

[e')

Io(r—75) v ds,

\D

V= {gp,w c H'(N)},0 € L*(Q),0 € L*(T).

2.2.2 Das GALERKIN-Verfahren

Die schwache Formulierung (2]33) benutzt einen unendlichdimensionalen Funktionenraum. Da
dieser aber zu grof3 und komplex ist, wird beimL&RKIN-Verfahren der Rauriy” durch einen
endlichdimensionalen Raum

ViV, dimV,=n<oo (2.34)

approximiert. Damit lautet die diskrete schwache Formulierung zu](2.33):

Gesucht istp,, € V},, sodass

a(n, Yn) = 1(Yn)  Vin €V, (2.35)

gilt.
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Da die Dimension des Raumé$ kleiner als unendlich ist, gibt es einen endlichen Satz linear
unabhangiger Funktionesy € V}, (i = 1,...,n), die die Basis vorV}, bilden. Diese Funk-
tionen werden auch als Ansatz- oder Testfunktionen bezeichnet. Damit gibt es flw jedés
eine Darstellung der Form

V=Y 0. (2.36)
=1

Unter Ausnutzung der Linearitatseigenschaftenafon) kanna(py,, ¢,) dargestellt werden als

alpn, ¥n) = @(Z Pidi, Yn) = Z wialdi, ¥n) - (2.37)
=1 i=1
Mit der zu [2.35) aquivalenten Bedingung
a((ph7¢j) = l(¢]) vj = 17"'777’ (238)

lautet die Aufgabe (2.35):

Gesuchtis{;}™ ;, sodass

> ialen ) =1;)  Vi=1...n. (2.39)
=1

Mit den Bezeichnunger,, € R™*"_ f,. 3, € R",

Ap = (ay)ij1 , aiy = al@i, ¢5) ,
ﬁl = (fla"'afn)T7fj = l<¢])?
Gh=(p1,- -, n)"

kann das lineare Gleichungssystém (2.39) in der Matrixform
An@n =T (2.40)

geschrieben werden. Uber die Losung des linearen Gleichungssystems nach den Koeffizienten
{pi}i, erhélt man die approximierte Losung(7) = > ., :¢;(7), 7 € £ des Randwertpro-
blems der Gleichstromgeoelektrik.
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2.2.3 Einzelne Probleme der Finite-Elemente-Methode

Die Umsetzung der Methode der Finiten Elemente ist im Vergleich zum klassischen Finite-
Differenzenverfahren schwieriger. Von der diskreten schwachen Formuli¢runp (2.35) ausgehend
soll nun ndher eingegangen werden auf

¢ die Diskretisierung des Gebiet@s

die Wahl der Ansatzfunktionen,

den Aufbau des linearen Gleichungssystems,

die numerische Integration und

die Lésung des linearen Gleichungssystems.

Diskretisierung des Gebiete$2
Das der Modellrechnung zu Grunde liegende, endliche Gé&hieat dem man die Losung des
Randwertproblems sucht, wird in finite Elemeité& zerlegt. Eine solche Zerlegung

T, ={T" :r=1,2,..., Ry}, (2.41)
auch Triangulierung oder Vernetzung genannt, soll folgende Eigenschaften besitzen:

¢ 0 = U T" bzw. Q) = U™ T — Qfir h — 0, d.h. die Vereinigung aller
ElementeT ") soll das Gebief) exakt tiberdecken oder bei kleiner werdender Diskreti-
sierungsschrittweite immer besser approximieren.

e Furaller,» € {1,2,..., Ry} mitr # 1" ist

p

0 oder

—r) =0 eine gemeinsame Ecke oder
T"NnT" = (2.42)
eine gemeinsame Kante  oder

| eine gemeinsame Flache .

Gebréauchliche finite Elemente fur drei Raumrichtungen sind Tetraeder und Hexaeder. Unter
dem nun schon haufiger genutzten Zusatird der maximale Elementdurchmesser aller Ele-
mente verstanden,

h= mazx h",
r=1,2,...,Rp

wobei der Elementdurchmesgét) fiir ein Elementl’™ als maximaler Abstand zweier belie-
biger Punkte i festgelegt ist.
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Wenn

¢ die Anzahl der Elemente gegen unendlich strebt igegen Null konvergiert sowie

e das Verhaltnis zwischeh™ und dem Durchmessef™) der groten i) enthaltenen
Kugel nach oben durch eine positive Konstafitbeschrankt ist,

spricht man von einer regularen Vernetzuhgdes Gebiete$). Zur Beschreibung einer Ver-
netzung werden alle KnoteR (i = 1,2, ..., P,) und Elementd"™ (r = 1,2,..., R;) global
nummeriert. Zusatzlich werden in jedem Elemétit die KnotenP{" lokal vona = 1,...,N
nummeriert.N' bezeichnet die Anzahl der Knoten pro Element. In Abbild 2.4 ist die lokale
Knotennummerierung flr ein lineares Tetraederelement (Tetraeder mit linearen Ansatzfunktio-
nen s. u.) dargestellt. Fur die rechentechnische Umsetzung ist eine Elementzusammenhangs-

Py

Abbildung 2.4:Lokale Knotennummerierung fir ein lineares Tetraederelement

tabelle notwendig. In dieser wird jeder lokalen Knotennummer eines Elementes eine globale
Knotennummer zugeordnet. In einer weiteren Tabelle werden fiir jeden global nummerierten
Knoten die Raumkoordinaten festgehalten. Damit kann die Lage jedes Elementes im Raum
bestimmt werden.

Zur Generierung einer Vernetzung existieren verschiedene Methoden. Eine vollstdndige Be-
schreibung der Verfahren Ubersteigt den Rahmen dieser Arbeit. Darum sollen nur kurz die
Schritte wahrend der automatischen Generierung einer Vernetzung dargestellt werden. Einen
detaillierteren Uberblick tiber die verschiedenen Verfahren findet man z. B. in Owen (1998).
Den Ausgangspunkt bildet die geometrische Beschreibung des Gebietes durch Punkte, Lini-
en oder Flachen im Raum. Durch Zusammenfassen von Gebieten gleicher Materialparameter
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(z. B. gleicher elektrischer Leitfahigkeit) wird garantiert, dass Materialiibergédnge mit den Sei-
tenflachen/Kanten von Elementen zusammenfallen. Fur jedes Teilgebiet mit festem Materialpa-
rameter wird eine Oberflachenvernetzung generiert. Diese muss so erzeugt werden, dass sie an
den Schnittflachen zweier Teilgebiete identisch ist. Die Vernetzung der Oberflache bildet den
Ausgangspunkt fir die Generierung von inneren Knoten und Elementen. Nachdem alle Teil-
gebiete relativ grob vernetzt sind, werden alle Elemente bestimmt, fir die das Verhaltnis aus
Elementdurchmesser zu Durchmesser der grof3ten enthaltenen Kugel einen vorgegebenen Wert
Ubersteigt. Diese Elemente werden entweder reguléar oder irregular verfeinert. Beide Varianten
sind in den Abbildungen 2.5 und 2.6 fiir ein Tetraederelement dargestellt. Die Elemente der er-
zeugten Triangulierung werden so lange verfeinert, bis das Verhaltnis die vorgegebene Schran-
ke unterschreitet. Eine weitere Qualitdtsverbesserung dartber hinaus ist durch eine Netzglat-

Abbildung 2.5:Regulére Verfeinerung eines Tetraederelementes in 8 Tetraeder

tung maglich. Dabei werden alle Knoten in den Schwerpunkt ihrer Nachbarknoten verschoben.
Knoten auf den Randflachen oder an Materialibergadngen dirfen nur entlang dieser Grenzen
verschoben werden.

Wahl der Ansatzfunktionen

Die grundlegende Idee der FEM ist es, als Ansatz- oder Testfunktigremiche zu verwenden,

die einen kleinen Trager besitzen. Man wabhlt global stetige, stiickweise polynomiale Funktio-
nen, die nur tber sehr wenigen Elementen von Null verschieden sind. Die Wahl von Ansatzfunk-
tionen mit lokalem Trager fuhrt zu einer schwach besetzten SteifigkeitsmgtriRie Ansatz-

und Testfunktionew, werden lokal tiber den finiten Element&fi), die den Knoter, enthal-

ten, durch Formfunktioneaﬁf) definiert. Diese werden durch Abbildung von Formfunktionen
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Abbildung 2.6:Irregulare Verfeinerungsvarianten fur ein Tetraederelement in 4, 4 bzw. 2 Te-
traeder

erhalten, die auf Referenzelementen festgelegt sind. Fir eine Vernetzung mit Tetraederelemen-
ten ist das Referenztetraedlé(AbbiIdung) definiert durch

T={(£,68)0<&,66<1,6+6+& < 1) (2.43)

Uber die affine Transformationsvorschrift

—

7 = Tpm (€) = JOE+ 7" (2.44)

wird die Abbildung des Referenztetraed@tswuf ein beliebiges Tetraed&l” der Vernetzung
realisiert. In ausfuhrlicher Schreibweise hat diese die Form

) (e e el (6 (o
o o B R R Y N Y ) YD
i) \e—alh 0 -al) i -a) \s)  \all

Die Koordinaten der Knote®.”, a € [1,2, ..., N] im Tetraederelemer™ sind dabei durch
(xg’)l, :z:((;)Q, x((;)?) gegeben. Die Transformation des Referenztetraeders auf ein beliebiges Tetra-
eder der Vernetzung wird in Abbildufg 2.7 verdeutlicht. Uber die Zuordnungsvorschrift

a(r) «i=1i(r,a) (2.46)

zwischen der globalen Knotennummerierungnd der lokalen Knotennummerierungin je-
dem Elemenf") werden die globalen Ansatzfunktionen definiert durch

. U@ 7eT”, reB={r:PeT"}
0 sonst.
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Dabei istB; die Indexmenge aller Element&™, fur die P, € T gilt. Die ¢¢ erhalt man
durch Transformation der auf dem Referenzelement definierten Formfunkfignen

60(&) = pal&rn (7)), FeT". (2.48)

Uber dem Referenzelement werden polynomiale Funktigneals Formfunktionen gewabhlt,
fiir die in den KnoterPs

- 1 a=p
Pa(€p) = ap = (2.49)
0 a#p

~

erflllt ist, wobeia, 5 € [1,2, ..., N|. Damit gilt
¢i(P}) = i (2.50)

fir die in Gleichung[(2.47) festgelegten FunktiongnDie beiden Indizes undj gehéren der
Menge der globalen Knotennummern an. Lineare Formfunktionen Giber dem Referenztetraeder
T haben die Gestalt

p=1-&—-&—&,
p2 =&,
ps =&,
pa=2&;.

Die Funktionen aus dem Raui lassen sich bei feiner werdender Zerlegung immer besser
durch Funktionen aug), approximierenlim;, .oV}, = V.

§3 T3
R p
1P
T =Tp0 ()
~ N PZ(T)
Pl P3 — — 5
0 1 & 5 — 5T(T)(f) Pf)
P
&1 ! it
Referenztetraeddr beliebiges Tetraedér(")

Abbildung 2.7:Abbildung zwischen dem Referenztetrae@iemd einem beliebigen Tetraeder
T) € T, der Vernetzung
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Aufbau des linearen Gleichungssystems

Das lineare Gleichungssystem wird elementweise aufgebaut. Dabei wird fur jedes Element
T € T, sein Beitrag zur Steifigkeitsmatrid;, und zum Lastvektofh berechnet. Fir ein
ElementZ’™) mit N Knoten erhalt man die sogenannte EIementsteifigkeitsmafﬁxder Gro-

Re N x N. Diese wird dann durch Aufaddieren an den entsprechenden Stellen (Knoten) in die
globale Steifigkeitsmatrixd, eingebaut. Auf gleiche Weise wird der Lastvek;ﬁr aus den
einzelnen Elementlastvektorg‘ﬁ’") assembliert. Beispielhaft soll hier die Berechnung der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix ohne Beriicksichtigung der Randbedingungen beschrieben werden. Den
Ausgangspunkt bildet Gleichun(g (2]39), die flr die spezielle Wahl einer Ansatzfurktiom
Testfunktiong; jeweils einen Eintrag in der Steifigkeitsmatrix liefert. éselementweise kon-

stant, gilt:
a(pi, ¢;) = / (grad ¢;)" o (grad ¢;)dz (2.51)
Q
Rh
=> 0 / (grad ¢;)" (grad ¢;)d . (2.52)
r=1 ()
Uber die Verkniipfungen

a—i=i(r,a) und B j=j(rp)

zwischen der globalen Knotennummerieruagiid j) und der lokalen Knotennummerierung
(a und j3) ergibt sich mit der Definitior] (2.47) fiir ein Elemefit”)

[ (erad )" (grad o5)d7 = [ (grad o) (srad o)z (2.53)

T(r) T(r)
Die Berechnung des Integrals wird durch eine Variablensubstitution in die Integration Giber das
Referenzelemerif’ iberfiihrt. GemaR den Abbildungsvorschriften (2.44) lind {2.45) wird der
Gradient transformiert zu
grad, = (J(T))_Tgradg.

Mit Beziehung|(2.48) und>(ﬂ’”)(:v) = ps(&ren (x)) = ps(§) kann das Integral dargestellt werden

als

/ [(grad #") T grad (bg)} dz

T(r)

= / [(grad, pa (€))7 (J) (T T grad, ps(€)]|det JT|dE . (2.54)

T
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Zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix werden nur die Ableitungen der Formfunktio-
nen Uber dem Referenzelement und die MatriZén, (J™)~! bendtigt. Zur Assemblierung

der Steifigkeitsmatrix4, wird die Verkntpfung zwischen der globalen Knotennummerierung
und der lokalen Knotennummerierung verwendet. Die Eintrage der MAfHXNerden additiv

an den entsprechenden Positionerdineingefugt. Der Aufbau der rechten Seifeund der
Einbau der natirlichen Randbedingungen erfolgt analog. Alle Elemente der Hauptdiagonalen
von A,(f) werden auf Eins und die anderen Elemente auf Null gesetzt, um homogene Randbe-
dingung 1. Art zu integrieren.

Numerische Integration

Die wéahrend des Aufbaus der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementlastvektors zu bestim-
menden Integrale kdnnen nicht immer analytisch berechnet werden. Deshalb nutzt man numeri-
sche Integrationsformeln zur ndherungsweisen Berechnung. Wie im vorherigen Abschnitt dar-
gestellt werden die Integrale nicht tiber dem Eleni€fit, sondern tiber dem Referenzelement

T berechnet. Die verwendeten Quadraturformeln haben folgende Gestalt

l

/w(f)df ~ Z aw(&;) (2.55)

7 =1
wobei w(¢;) der Integrandy; die Quadraturgewichte ung die Quadraturstitzstellen sind.
Bei NEwWTON-CoTES-Quadraturformeln werden die Stitzstellen vorgegeben und die Gewichte
so gewahlt, dass ein moglichst hoher Exaktheitsgrad erreicht wird. Dem gegenuber wird bei
GAuss-Quadraturformeln neben den Gewichten auch die Lage der Stitzstellen verandert, um
eine Maximierung des Exaktheitsgrades zu erreichen. Dies fuhrt oft zu weniger Stlutzstellen bei
gleichem Exaktheitsgrad im Vergleich zu demWTON-COTES-Formeln. Wenn auf den Ele-
menten als Basisfunktionen Polynome der Ordnprvgrwendet werden, missen zur exakten
Auswertung von Gleichung (2.54) die Quadraturformeln Polynome vom Grad2 exakt in-
tegrieren.

Ldsung des linearen Gleichungssystems

Das Resultat der Finite-Elemente-Diskretisierung ist ein lineares Gleichungssygtém=

ﬁL. Auf Grund der symmetrischen und positiven Bilinearform ist die im Gleichungssystem ent-
haltene Systemmatrid;, symmetrisch und positiv definit. Das entstehende Gleichungssystem
ist im Allgemeinen sehr grol3. Dabei wachst die Dimension mit kleiner werdendem Diskreti-
sierungsparametéran. Eine Halbierung voh hat eine Verachtfachung der Anzahl der Unbe-
kannten in dreidimensionalen Gebieten zur Folge. Durch die Wahl von Ansatz- und Testfunk-
tionen mit lokalem Tréger ist die Systemmatrix schwach besetzt, d.h. in jeder Zeile der Matrix
Ay, sind nur wenige Eintrage von Null verschieden. Bei einer geeigneten Knotennummerierung
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hat die Systemmatrix eine Bandstruktur. Die aufgezahlten Eigenschaften kdnnen geschickt fir
die effiziente Losung des linearen Gleichungssystems ausgenutzt werden.
Zur Losung des linearen Gleichungssystems unterscheidet man direkte und iterative Verfah-
ren. Die exakte Losung nach einer endlichen Anzahl arithmetischer Operationen bei exakter
Arithmetik wird durch direkte Verfahren bestimmt. Dagegen berechnen iterative Verfahren den
Ldsungsvektors, ausgehend von einer Startnéheruﬂﬁﬁ als Grenzwert einer Folge von Na-
herungslbsungeﬁ,(f), k=1,2,...,die gegen die exakte Losung konvergieren. Bei der Erlau-
terung der einzelnen Methoden wird im Folgenden der Diskretisierungsparaimadteindex
der Einfachheit halber weggelassen.
Als ein direktes Verfahren ist der Gaul3-Algorithmus bekannt. Sollen die Symmetrie und po-
sitive Definitheit der Systemmatrix ausgenutzt werden, wird haufig das Cholesky-Verfahren
angewandt. Bei diesem Verfahren wird die Systemmatrix in eine obere Dreiecksmatuixs-
formiert, sodass

A=STs
gilt. Die L6ésung vonAg = fwird in zwei Abschnitten durchgefuhrt. Durch Vorwartseinsetzen
wird zunachst

—

Sty=f (2.56)

und im nachsten Schritt
SG=1q (2.57)

durch Ruckwartseinsetzen gelost. Man erhalt die Losung des linearen Gleichungssystems und
damit der Randwertaufgabe. Bei der Durchfihrung dieser Faktorisierung bleiben gewisse Be-
setztheitsstrukturen der Matrix erhalten. Die Kenntnis dieser Tatsache kann bei der kompak-
ten Abspeicherung der Matrizen ausgenutzt werden und fiihrt zu einer besseren Nutzung der
vorhandenen Ressourcen.

Zu den stationaren iterativen Gleichungslésern zéhlen das Jacobi-, Gaul3-Seidel-, SOR- (suc-
cessive overrelaxation) und SSOR-Verfahren (symmetric SOR). Sie sind algorithmisch einfach
und damit leicht zu implementieren, konvergieren aber nur sehr langsam gegen die gesuchte
Ldsung. Die drei genannten Verfahren lassen sich in einer einheitlichen Schreibweise formulie-
ren.

Gegeben sei eine Startnaheru#.
Iteration:(k = 1,2,...)
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Durch die additive Zerlegung = L + D + LT der Matrix A werden eine strenge untere Drei-
ecksmatrixZ. und D = diag(A) als die Diagonalmatrix vorl definiert. Die Wahl der Matrix
C' und des lterationsparameterbestimmt den Typ des Iterationsverfahren:

C=D,7=1 — Jacobi-Verfahren
C=D+L,t=1 — Gaul3-Seidel-Verfahren
C=D+wlL,T=we(0,2) — SOR-Verfahren

C=(D+wL)D™Y(D+wL”),7=w(2—-w),we (0,2) — SSOR-Verfahren.

Mit w wird der Relaxationsparameter bezeichnet. Aus der einheitlichen Darstellung ftr die Ite-
rationsverfahren kann eine allgemeine Darstellung fiir den Iterationsféhle= G — G*)
abgeleitet werden:

e® — M) = MO mit M =1 —-7C'A.

Die Matrix M bezeichnet man als Iterationsmatrix. Uber diese wird der Fehlgikderl)-ten
Iterierten in den Fehler dérten Iterierten Uberfuhrt.

Zur Losung grolRer FE-Gleichungssysteme eignen sich die bisher vorgestellten Iterationsver-
fahren auf Grund ihrer hohen Iterationszahlen nicht. Eine wesentlich bessere Konvergenz bietet
die Methode der konjugierten Gradienten. Dieses Verfahren zahlt zu den instationaren iterativen
Gleichungslosern. Die Losung des Gleichungssystarpis= fist dabei aquivalent zur Mini-
mierung eines quadratischen Funktionals und bildet den Ausgangspunkt fiir die nun folgenden
Uberlegungen. Die MatrixAd sei symmetrisch und positiv definit. Dann istdie Losung des
Gleichungssystemd = £, wenn

: 1 >
J(§) = mingern J(U) mit  J(V) = 5(1417, v) — (f, ) (2.58)
gilt. Mit (.,.) wird das Skalarprodukt zweier Vektoren bezeichnet. Zur Minimierung des Funk-
tionals J(¥) kann ein Gradientenverfahren eingesetzt werden. In jedem Iterationsschritt wird
die Richtung des Gradienten

—

7= grad J(v) = AV — f (2.59)

bestimmt. Da dieser in Richtung der lokal starksten Zunahme des zu minimierenden Funktio-
nals zeigt, entsprichtgrad J(¢)) der Richtung der lokal stéarksten Abnahme. Ausgehend von
einer gegebenen Naherungslosyi§— und der Suchrichtung®® = #*) 4 g5k-1) gls
Linearkombination der negativen Gradientenrichtutfg = f— A@% =1 und der vorherigen
Suchrichtungs*~1 wird die neue Naherung tiber

B0 = G 4 ok 5t-1)
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berechnet. Der Relaxationsparamet&? wird so gewéhlt, dass
J(F®) = min J(FED 4 a5tk
a€cR?!
gilt. Dies ist ein Minimierungsproblem einer reellen Variablen, dessen Losung man mit
(T’_(k_l), T_(k_l))
(Ag’(k—l)’ §(k—1))

k)

ol

erhalt. Der Parametes® wird so gewahlt, dass zwei aufeinanderfolgende Suchrichtungen
5%=1) und 5 A-orthogonal sind, d. h. es giltA5®), 5*=1) = 0. Da man auch von konju-
gierten Suchrichtungen spricht, wird diese Idee als das Verfahren der konjugierten Gradien-
ten (CG-Verfahren — Conjugate Gradient Method) bezeichnet. Ein entsprechender Algorithmus
l&sst sich wie folgt darstellen:

Start: Wahl der Startnaheruggy®)

70 — f_ AGO
50 — 70
lteration:(k =1,2,...)
al®) = (F, 70) /(A g4, 0

Wenn (78 70y < 2(#0 #0)  — STOP
B = (70 0 /(D D)

)

) — ) 4 k) k)

Der Parameter gibt eine zu erreichende relative Genauigkeit fur das Residuum an. Fir Aus-
sagen zur Konvergenz wird auf die Fachliteratur verwiesen (Barrett et al., 1994). Bei der
Implementierung des CG-Verfahrens kann ebenfalls die Struktur der schwach besetzten Sys-
temmatrix A fur die Speicherung und die Matrix-Vektor-Operationen ausgenutzt werden. Der
bendtigte Speicherplatzbedarf ist proportional zur Anzahl an Unbekannten. Bei den notwen-
digen arithmetischen Operationen missen nur die Nicht-Null-Elemente fir die Berechnung
herangezogen werden. Die Iterationszahlen liegen in der gleichen GréRenordnung wie beim
SOR-Verfahren mit optimal gewahltem Relaxationsparametdtine schnellere Konvergenz

des CG-Verfahrens wird erreicht, wenn das Gleichungssystem besser konditioniert ist.
Deshalb soll nun die Methode der konjugierten Gradienten mit Vorkonditionierung kurz vor-
gestellt werden. Anstelle des zu lI6senden Gleichungssystems- f wird das aquivalente
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Gleichungssystem i

Ag=f (2.60)
mtA=C14,3=¢ undf: O*lfbetrachtet, wobei’ eine symmetrische positiv definite
Vorkonditionierungsmatrix ist. Diese wird so gewahlt, dass die Konditionszah) < x(A)
ist. Das PCG-Verfahren (Preconditioned Conjugate Gradient Method) kann unter Beibehaltung
der Matrix A und der rechten Seitﬁwie folgt formuliert werden:

Start: Wahl der Startnaheruiggy”

#0) f (0)
Lose C3© =9 npach g©
70 _ 50

Iteration:(k = 1,2,...)

&(kz) _ (@»(k—l) fﬂ(k—l))/(A d_(k_l), d_(k:—l))
(k) __ SB(k 1) +a J{k 1)

ﬁ,J\ ﬁl

k) — fk=1) _ 5(k) g gUk=1)

7% pach @®

(*<0> A0y — STOP
(@, 79 (@D, 7Dy
J(k) =g® 4 ﬁ(k d=1

Lose C@*)
Wenn&*) “(’“))
(k)

| /\

Die Konditionszahk(A) = x(C~'A) sollte nahe bei Eins liegen, um eine schnelle Konvergenz
des PCG-Verfahrens zu erreichen. Wenn die Vorkonditionierungsnétgbeich der System-
matrix A ist, dann istx = 1. Das bringt aber keine Vorteile, da wieder ein Gleichungssystem
mit der Systemmatrix zu l6sen ist. Es missen also Matrizgefunden werden, mit denen die
Konditionszahlx(C~'A) nahe bei Eins ist und fir di€s®) = #* leicht zu losen ist. Der
Aufwand sollte proportional zur Anzahl der Unbekannten sein. Es bieten sich dafur die bereits
beschriebenen direkten und stationaren iterativen Gleichungsléser an. Dabei%iddirch

den Einsatz einer unvollstandigen Cholesky-Zerlegung (ICC) der Systemmaider mit nur
wenigen Iterationsschritten des Jacobi- oder SSOR-Verfahrens unter Verwendufig=voh
berechnet. Dies hat zum einen eine kleinere Konditionszahl und zum anderen einen vertretbaren
numerischen Aufwand zur Folge.
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2.3 Parallelisierung der Finite-Elemente-Methode

Heute wird eine Vielzahl an unterschiedlichen Parallelrechnern angeboten. Diese lassen sich
grob nach ihrem Speicherschema in Rechner mit gemeinsamem und verteiltem Speicher klas-
sifizieren. Weiterhin ist eine Unterteilung nach der zu Grunde liegenden Prozessorarchitektur
maoglich. Diese ersten Einteilungsmoglichkeiten legen bereits nahe, dass es unbedingt notwen-
dig ist, fur jeden Typ gesonderte Untersuchungen zu Parallelisierungsstrategien durchzufihren.
Das Ziel dieser Arbeit ist es, fur Linux-Cluster Mdglichkeiten der Parallelisierung aufzuzeigen.
Bei diesem Parallelrechnertyp handelt es sich um einen MIMD-Rechner mit verteiltem Spei-
cher. Die Abklirzung MIMD steht fur "multiple instruction stream, multiple data stream”. Auf
verschiedene Teilbereiche der Daten kdnnen zugleich verschiedene Instruktionen angewendet
werden. Zudem verfugt jeder Rechner tGber seinen eigenen Speicher und ist Uber ein Netzwerk
mit den anderen verbunden.

Im Folgenden soll speziell auf diesen Parallelrechnertyp eingegangen werden. In der Studienar-
beit von Oeser (2002) hat sich herausgestellt, dass die Verwendung des nachrichtenorientierten
Programmiermodells (engl. "message passing model") fur einen Linux-Cluster gunstig ist. In
diesem wird die Parallelisierung tUber das Versenden und Empfangen von Daten und Nach-
richten realisiert. Ein kurzer Einblick in die verschiedenen Parallelisierungsansétze ist neben
Kriterien fur die Bewertung des erreichten Parallelisierungsgrades in der Studienarbeit (Oeser,
2002) zu finden.

2.3.1 Bewertungskriterien

Als Mal} fur den erreichten Parallelisierungsgrad wird im Allgemeinen der Speedup verwen-
det. Er charakterisiert den Faktor des Geschwindigkeits- bzw. Laufzeitgewinns. Fir eine feste
Problemgrol3e lasst sich der parallele Speedup Uber

Spar(P) = % (2.61)

berechnen, wobeP die Anzahl der verwendeten Rechner beschreibt. Die Bestimmung der
Laufzeitt erfolgt fir einen und? Prozessoren mit ein und demselben parallelen Algorithmus.
Der erreichbare parallele Speedup fiProzessoren istim Optimalfall gleidh Dies ist gleich-
bedeutend mit einer perfekten Skalierbarkeit des parallelen Algorithmus, d. h. beim Einsatz von
P Prozessoren reduziert sich die Laufzeit &P der Laufzeit fir einen Prozessor. Durch die
Definition des parallelen Speedup ist es mdglich, verschiedene Implementierungen eines Al-
gorithmus fir eine Rechnerarchitektur zu vergleichen. Allerdings sind grol3e Speedup-Werte
noch kein Hinweis auf eine gute Parallelisierung, da die Speedup-Zahlen fiir die Implemen-
tierung eines Algorithmus auf verschiedenen Architekturen unterschiedlich sein kénnen. Es
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muss zusétzlich noch ein Vergleich der Laufzeiten vorgenommen werden. Da es immer einzel-
ne Programmteile gibt, die rein sequentiell abgearbeitet werden missen, wird sich der erreichte
Speedup nur a® annéhern. Im AMDAHL schen Gesetz wird daher der Speedup unter Beach-
tung des sequentielleml() und parallelen Anteils4,) am Algorithmus wie folgt berechnet:

1

A+ 2

(2.62)

Bei der Implementierung sollte daher auf einen geringen Anteil an rein sequentiell abzuarbei-
tenden Programmcode geachtet werden.

2.3.2 Ansatzpunkte fir die Parallelisierung

Die Analyse der einzelnen Teilschritte innerhalb der Finite-Elemente-Diskretisierung zeigt die
Ansatzpunkte fir eine Parallelisierung auf. Das in Huber (1997) eingeflhrte Schichtenmodell
fur die verschiedenen Parallelisierungsgrade legt die Ausnutzung der Datenparallelitat nahe,
um einen maglichst hohen Speedup zu erreichen. In dieser Ebene wird mittels Datenstrukturen
parallelisiert, d.h. es wird zur gleichen Zeit auf verschiedene Teile der Daten der gleiche Al-
gorithmus angewendet. Um herauszufinden, welche Programmablaufpunkte besonders fir eine
Parallelisierung geeignet sind, missen diese gezielt untersucht werden.

Gittergenerierung

Parallele Algorithmen zur Generierung einer Vernetz@pgxistieren bereits, sind aber nicht

frei verfigbar. Daher wird im Folgenden von einer bereits vorhandenen Verteilung der Daten-
strukturen auf die einzelnen Prozessoren ausgegangen. Es missen also die Elementzusammen-
hangstabelle und die Knotentabelle mdglichst in zusammenhangenden Blocken auf die Prozes-
soren verteilt werden. Eine Einfihrung in die verschiedenen Algorithmen zur Zerlegung von
Gittern auf eine Anzahl von Prozessoren ist in Saad (1996) enthalten.

Aufbau des linearen Gleichungssystems

Nach erfolgreicher Verteilung der Datenstrukturen auf die einzelnen Rechner muss das lineare
Gleichungssystem aufgebaut werden. Wie bereits dargestellt, kann dies elementweise erfol-
gen. Damit ist eine parallele Abarbeitung moglich. Jedem der P Prozessoren ist eine Anzahl
von Elementer?™) aus der Vernetzung, des Gebiete§) zugeordnet. Im Idealfall entspricht

die Menge der Elemente eines Prozessors genauf¢em Teil von R,,. Die Verteilung der
Elemente in zusammenhangenden Blocken fuhrt zu einem geringen Kommunikationsaufwand
zwischen den Prozessoren beim Aufbau des Gleichungssystems. Die Eintrage in die Steifig-
keitsmatrix an den Grenzen der einzelnen Blocke mussen durch Versenden und Empfangen von
Nachrichten auf den richtigen Prozessor verteilt werden. Damit liegt das Gleichungssystem zei-
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lenweise aufgeteilt vor. Bei optimaler Aufteilung der Elemente auf die einzelnen Prozessoren
sollte der Aufbau des Gleichungssystems nahezu linear skalieren, d. h. mit einer Verdopplung
der Prozessoranzahl halbiert sich die benétigte Zeit.

Ldsung des linearen Gleichungssystems

Beim Ubergang zum n&chsten Schritt, dem Losen des linearen Gleichungssystems, ist kaum
Kommunikation notwendig, da die Zeilen des Gleichungssystems bereits in zusammenhangen-
den Blécken auf die Prozessoren verteilt sind. Der Parallelisierungsaufwand fiir die vorgestell-
ten Gleichungsléser und Vorkonditionierer unterscheidet sich teilweise erheblich. In den Verof-
fentlichungen von Saad (1996), Demmel et al. (1993), Van der Vorst (1993) und Balay et al.
(1997) finden sich detaillierte Ausfiihrungen zu dieser Problemstellung. Bei der Lésung eines
linearen Gleichungssystems mittels des PCG-Verfahrens verursachen

e die Matrix-Vektor-Produkte,
e die Vektor-Vektor-Produkte und
e die Vorkonditionierung

den grof3ten numerischen Aufwand. Diese vier Punkte gilt es geeignet zu parallelisieren. Um
Leerlaufzeiten zu vermeiden, sollte die Kommunikation durch notwendige Berechnungen Uber-
lagert werden.

Die Zeilen der Matrix4;,, und Elemente des Vektop§ sind in Blécken auf die Prozessoren
verteilt. Entsprechend der schematischen Darstellung fir die Berechnung des Matrix-Vektor-
Produktes in Abbildung 2|8 miissen die von den anderen Prozessoren benétigten Vektorele-
mente versendet werden. Prozessor 2 muss demnach seine Elemente (c und d) an die Prozes-

Prozessor 2

Prozessor 3

Abbildung 2.8:Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes

soren 1, 3 und 4 verschicken. Analog lbertragen die anderen Prozessoren ihre Elemente. Nach
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dem Erhalt der Vektorelemente kann jeder Prozessor die Multiplikationen und Additionen fur
seinen Block durchfihren. Am Ende liegen die Elemente des neu berechneten Vektors auf die
gleiche Weise wie der Ausgangsvektor verteilt vor. Die Kommunikationszeit kann bei dinn
besetzten Matrizen verringert werden, da nicht alle Vektorelemente zum Bilden des Matrix-
Vektor-Produktes notwendig sind. Der damit verbundene Mehraufwand beim Ermitteln der zu
Ubertragenden Elemente wiegt den Zeitvorteil beim Versenden der Elemente moglicherweise
wieder auf. Im Allgemeinen ist aber ein Laufzeitgewinn mit zunehmender Gréi3e des Glei-
chungssystems zu erwarten.

Die Berechnung des Vektor-Vektor-Produktes (inneres Produkt) ist einfacher zu parallelisieren.
Wie man in Abbildung 2]9 nachvollziehen kann, berechnet jeder Prozessor das innere Produkt
fur alle seine Elemente und verschickt das Ergebnis an die anderen Prozessoren. Mit den lo-
kalen Vektor-Vektor-Produkten aller anderen Prozessoren ist es fir jeden Prozessor moglich,
das vollstandige Vektor-Vektor-Produkt zu bestimmen. Bei Iterationsverfahren vom Typ CG

[ 1 [p

Rl
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(V] o

— <
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Abbildung 2.9:Berechnung des Vektor-Vektor-Produktes

fungiert die Bildung des Vektor-Vektor-Produktes als Synchronisationspunkt, da alle weiteren
Berechnungen erst danach starten konnen. Aus diesem Grund existieren abgewandelte CG-
Schemata fur Parallelrechner. Bei diesen wird durch Umsortieren der einzelnen CG-Schritte
die Kommunikationszeit mit notwendiger Berechnung Uberlagert. Die Vor- und Nachteile fur
drei verschiedene Umsortierungen des CG-Algorithmus werden in Demmel et al. (1993) ndher
untersucht.

Die Parallelisierung der unterschiedlichen Vorkonditionierer ist schwieriger. Da die meisten
Vorkonditionierer nicht im Hinblick auf eine Verwendung mit Parallelrechnern entwickelt wur-
den, kann es zu Problemen bei der Umsetzung kommen. Relativ einfach zu implementieren ist
der Block-Jacobi-Vorkonditionierer. Bei diesem Typ wird auf den lokalen Teil des Systemma-
trixblockes(A},) p ein sequentieller Vorkonditionierer angewendet. Zu den mdglichen sequenti-
ellen Vorkonditionierern zahlen das SSOR-Verfahren, die unvollstandige LU-Zerlegung (ILU)
sowie die unvollstandige Cholesky-Zerlegung (ICC).
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Einsammeln der L6sung

Die auf die einzelnen Rechner verteilte Losung des linearen Gleichungssystems muss im letz-
ten Schritt eingesammelt werden. Zu diesem Zweck wird von allen Prozessoren der Teil der
Lésung, der in ihrem lokalen Speicher vorhanden ist, an Prozessor 1 versendet. Dieser fligt die
empfangenen Elemente zu den eigenen hinzu. Die damit auf Prozessor 1 vorhandene Kopie der
Lésung kann fur weitere Berechnungen genutzt werden.

2.3.3 Wahl der optimalen Prozessoranzahl

Nachdem alle notwendigen Schritte innerhalb der FE-Diskretisierung parallelisiert sind, stellt
sich die Frage, welche Teilschritte am meisten von einer Parallelisierung profitieren. Fur eine
hohe Effizienz bei der Nutzung des verteilten Speichers ist es notwendig, vom Programmstart
bis zum Ende alle Daten gleichmafiig und effektiv zu verteilen. Dabei sollte darauf geachtet
werden, dass nach Mdglichkeit keine Daten mehrfach zwischen den Prozessoren ausgetauscht
werden, da dies zu einem erhohten Kommunikationsaufwand fiihrt und der Speedup sinkt. Bei
zunehmender Rechenkapazitat durch eine gréRere Anzahl an Prozessoren wird die Losung des
linearen Gleichungssystems einen erheblichen Laufzeitgewinn verzeichnen. Wenn die lokale
Submatrix mit groRer werdender Prozessoranzahl immer kleiner wird, Uberwiegt jedoch die
Kommunikationszeit und der Laufzeitgewinn sinkt im schlimmsten Fall wieder ab.
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3 Implementierung

Die Komplexitat bei der Diskretisierung mit der Methode der Finiten Elemente erfordert ein
Umdenken in der bisherige Strategie bei der Entwicklung von Modellierungsprogrammen in
der Geophysik. Es ist nicht mehr moglich, alle einzelnen Schritte selbst programmiertechnisch
umzusetzen, sondern man sollte auf bereits vorhandene Algorithmen und Softwarepakete auf-
bauen. Das hochgesteckte Ziel eines parallelisierten Finite-Elemente-Programmes ist nur dann
mit vertretbarem Aufwand zu erreichen, wenn auf vorhandene Ressourcen zurtickgegriffen wer-
den kann.

3.1 Gittergenerierung

Beim Verfahren der Gleichstromgeoelekirik bildet die Vernetzung des Modellgebietes mit ent-
haltenen Leitfahigkeitsstrukturen den Ausgangspunkt fur die FEM-Modellrechnungen. Bei der
Generierung einer solchen Vernetzung kénnen verschiedene Elementtypen benutzt werden. Mit
dem Softwarepaket TetGen (Si, 2003) kénnen unstrukturierte Tetraedergitter erstellt werden.
Uber die von Carsten Riicker entwickelte Programmbibliomglemli@ stehen verschiedene
Methoden zur Erzeugung einer Eingabedatei fur TetGen zur Verfligung. Uber diesen Zugang
ist es moglich, durch die Nutzung von vorhandenen Ressourcen, die relativ schwierige Gitter-
generierung zu vereinfachen. Da sich die Programmbibliothglemlibnoch in der Entwick-
lungsphase befindet, kann in dieser Arbeit keine genauere Beschreibung der darin vorhandenen
Methoden erfolgen. Eine umfangreiche Dokumentatiomfifemlibwird derzeit vom Autor er-

stellt. In der Beschreibung zu TetGen sind alle Optionen und Dateiformate ausfuhrlich erlautert.
Die dieser Arbeit beiliegende CD enthéalt Beispieldateien fur TetGen inklusive aller notwendi-
gen Optionen fur das Generieren der unstrukturierten Tetraedergitter.

3.2 Das Finite-Elemente-Programm  dcfempar

Die frei erhaltliche FEM-Bibliothek libMesh (Kirk et al., 2004) dient als Grundlage flr das in
dieser Arbeit erstellte, parallelisierte Finite-Elemente-Progratoi@mparIn libMesh wird das
nachrichtenorientierte Programmiermodell umgesetzt, sodass eine moglichst hohe Portabilitat
gewabhrleistet wird. Die Basis bildet eine entsprechende Implementierung dieses Programmier-
modells, wie zum Beispiel MPICH (Gropp und Lusk, 1996). Mit den darin zur Verfigung ste-
henden Funktionen werden die benotigten Methoden fur den parallelen Rechenbetrieb bereit-
gestellt. Zur L6sung des entstehenden linearen Gleichungssystems wird die PETSc-(Portable
Extensible Toolkit for Scientific Computation) Bibliothek (Balay et al., 2001) verwendet. Die

2personliche Kommunikation
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gesamte Umsetzung wird in der Programmiersprache C++ realisiert. Durch objektorientiertes
Programmieren (Datenabstraktion, Datenkapselung und Polymorphie) und die Verwendung von
C++ ist es moglich, einen portablen Programmcode zu erstellen, der einfach zu warten und zu
erweitern ist.

Die Nachvollziehbarkeit der einzelnen Diskretisierungsschritte wird durch die vollstéandige Do-
kumentation des Quelltextes erleichtert. Auf der beiliegenden CD befindet sich der gesamte
Quelltext des Programmetcfempar Mehr Uber den Inhalt der CD und eine Anleitung zum
Ubersetzen des Programmes in Maschinencode ist im Abstchriitt B.1 zu finden.

Einlesen des Gitters

Im ersten Schritt der Umsetzung des gleichstromgeoelektrischen Vorwartsproblems war es not-
wendig, die libMesh-Bibliothek um Methoden zum Einlesen des Gitters und der Metadaten
(Leitfahigkeit und Elektrodenposition) zu erweitern. Mittlerweile ist die entsprechende Funk-
tionalitat offiziell in libMesh integriert. Nach dem Einlesen des Gitters und einigen vorab not-
wendigen Schritten (Auswertung von Programmparametern, Lokation der Elektrodenpositio-
nen) kann das lineare Gleichungssystem parallel aufgebaut und geldst werden.

Assemblierung des linearen Gleichungssystems

Im Folgenden soll exemplarisch kurz die programmiertechnische Umsetzung des Matrixauf-
baus erlautert werden. Der Einbau der Randbedingungen und die vorhandenen Kommentare
wurden entfernt, um die Ubersicht zu wahren.

Der Zugriff auf die Elemente der Vernetzung ist nur dann moglich, wenn eine Referenz auf das
mesh-Objekt vorhanden ist (Zeile 1 des Quelltextauszuges). Uber den folgenden Methoden-
aufruf wird die Dimension des Gitters in der Variabldim gespeichert. Im nachsten Schritt
wird der Elementtyp fur die erste Variable des Systems, das Potentiaéstimmt. In die-

ser Arbeit werden lineare Tetraederelemente verwendet. Intern wird dieser Typ in libMesh als
TET4-Element bezeichnet. Dem damit erzeugten Finite-Elemente-Ofgekwird tber das

grule -Objekt die verwendete numerische Quadraturformel Gbermittelt (Zeilen 4, 5 und 6). Im
Programm wird die @Gusssche Quadraturformel 5. Ordnung eingesetzt.

1 const MeshDC& mesh = es.get _meshdc();

2 const unsigned int dim = mesh.mesh_dimension();

3 FEType fe_type = es("DCGeo").get _dof map().variable_type(0);
4  AutoPtr<FEBase> fe (FEBase::build(dim, fe_type));

5 QGauss grule (dim, FIFTH);

6 fe->attach_quadrature_rule (&qrule);

7

8

const std::vector<Real>& JxW=fe->get JIxW();
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10
11
12
13
14
15
16

const std::vector<std::vector<Real> >& phi=fe->get_phi();
const std::vector<std::vector<RealGradient>>& dphi=fe->get_dphi();
const DofMap& dof_map = es("DCGeo").get_dof_map();

DenseMatrix<Number> Ke;
std::vector<unsigned int> dof_indices;
std::vector<Number> ElemData;
double sigma=0.0;

Ist dieser Punkt erreicht, miissen Referenzen auf elementspezifische Daten erzeugt werden (Zei-
len 8 bis 11). Diese werden wahrend der Assemblierung des Gleichungssystems benétigt. Dazu
zahlt die Transformationsmatrix (vgl. Gl. (2.4%)) vom Referenzelement auf das eigentliche
Element der VernetzundXW), der Wert der Ansatz- und Testfunktigohj ) und der Gradient

dieser (Iphi ) an den Quadraturpunkten. Uber das Obgt map erfolgt die Zuordnung der
lokalen Knotennummern auf die globalen. Anschlieend (Zeilen 13 bis 16) wird Speicher ftr
die ElementsteifigkeitsmatriKe, den Indexvektodof_indices , den VektorElemData

und die Leitfahigkeisigma reserviert.

Im nachsten Abschnitt werden von jedem Prozessor sogenannte Iterabrandend_el )

erzeugt, mit denen es maglich ist, durch die lokal auf einem Prozessor vorhandenen Elemente
zu iterieren (Zeilen 17 und 18). In einer Schleife wird fir jedes lokale Elemente die Element-
steifigkeitsmatriXKe gebildet. Dazu missen zuerst im Vekttof _indices die Position der
einzelnen Eintrage in der Steifigkeitsmatrix abgelegt und Speichétdimereitgestellt sowie

alle Daten fur das aktuelle Element initialisiert werden (Zeilen 22 bis 24). Jedem Element wird
wahrend der Gittergenerierung der spezifische elektrische Widerstand, entweder direkt oder
Uber eine Zahl codiert, zugeordnet. Wird beim Programmestart eine Datei mit der entsprechen-
den Zuordnung tbergeben, berechnet sich die elektrische Leitfahigkeit tber diese Zahlenwerte,
ansonsten entspricht der dem Element zugeordnete Wert bereits dem spezifischen elektrischen
Widerstand (Quelltextzeilen 26 bis 32).

17 const_local_elem_iterator el (mesh.elements_begin());
18 const const_local_elem_iterator end_el (mesh.elements_end());
19

20 for ( ; el '= end_ el; ++el){

21 const Elem* elem = *el;

22 dof_map.dof _indices (elem, dof _indices);

23 fe->reinit (elem);

24 Ke.resize (dof indices.size(), dof_indices.size());

25

26 if (mesh.data.has_data (elem)) {
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27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

ElemData = mesh.data.get_data (elem);
if (DCConfig::getAttributeMapFile() !'= "dummy") {
sigma = 1. / DCConfig::getAttributeMap(ElemData[0]);
} else {
sigma = 1. / ElemData[0]; }
}
for (unsigned int qp=0; gp<qgrule.n_points(); gqp++){
for (unsigned int i=0; i<phi.size(); i++)
for (unsigned int j=0; j<phi.size(); j++)
Ke(i,) += sigma * IxW[qp] * (dphi[i][qp]*dphi[illap]);
}
es("DCGeo").matrix->add_matrix (Ke, dof_indices);

}

Von da an sind alle Variablen mit den entsprechenden Werten fir das aktuelle Element belegt. In
einer Schleife Uber die Quadraturpungte (Zeilen 33 bis 37) kann die numerische Integration
ausgefuhrt werden. Im Anschluss werden die Eintrdge der Elementsteifigkeitsmatrix an ihrer
korrekten Position in der Steifigkeitsmatrix eingefligt (Zeile 38).

Analog erfolgt die Assemblierung der rechten Seite und der Einbau der Randbedingungen. Im
Anschluss daran wird das lineare Gleichungssystem gelost.

Nachbearbeitung

Nach dem Lésen des linearen Gleichungssystems sind einige Schritte zur Bearbeitung der Er-
gebnisse (Potentialwerte an den Knoten) notwendig. Im Progrdofemparstehen zur Si-
mulation von gleichstromgeoelektrischen Messungen zwei Méglichkeiten zur Verfigung. Die
ProgrammoptionM s fuhrt eine inverse Schlumberger-Sondierung, ausgehend von der Mitte
der Elektrodenkette, durch. Uber die Optidvt t wird eine Pol-Pol-Messung fir alle mogli-

chen Elektrodenkombinationen simuliert. Das Ergebnis dieser Simulation wird in der tber die
Option-0 angegebenen Datei gespeichert. Das Format der Ausgabedatei wurde so gewahlt,
dass die von Thomas Giintfi@gmplementierten Visualisierungswerkzeuge zur geeigneten Dar-
stellung der Ergebnisse genutzt werden kénnen. Mehr zu diesen MATLAB-R(ﬂht'mdm
Abschnit{B.1 zu finden.

3personliche Kommunikation
4Copyright 1984-2004, The MathWorks, Inc.
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3.3 Modulkonzept

Das Konzept fur die Entwicklung eines parallelisierten Finite-Elemente-Programmes durch Ver-
wendung von frei verfiigbaren oder in der Arbeitsgruppe vorhandenen Softwaremodulen hat
sich als effektiv herausgestellt. So war es innerhalb kurzer Zeit moéglich, weitere Funktiona-
litat in die Bibliothek libMesh zu integrieren. Auf den Erfahrungen von Carsten Ricker mit
der Generierung von unstrukturierten Tetraedergittern aufbauend war es schnell mdglich, eine
erste funktionierende Version des Programrdefemparzu implementieren. Ausgehend da-

von ist die libMesh-Bibliothek sukzessiv um weitere Funktionalitat erweitert worden, um das
Programm so effizient wie mdglich zu gestalten. Im weiteren Verlauf der Arbeit kam es zu Syn-
ergieeffekten mit den Programmentwicklungen von Thomas Gunther. Ohne dieses modulare
Konzept wirde die Entwicklungsarbeit den zeitlichen Rahmen einer solchen Arbeit Uberstei-
gen. Durch die ausfihrliche Dokumentation der Bibliothek libMesh empfiehlt sich diese flr
weitere Arbeiten auf dem Gebiet der Vorwartsmodellierung mit der Finite-Elemente-Methode.
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4 Untersuchungen

Bei der Entwicklung numerischer Simulationssoftware stehen die zwei Schwerpunkte Genau-
igkeit und Optimierungsmoglichkeiten im Vordergrund. Daneben ist bei parallelisierten Pro-
grammen das Laufzeitverhalten mit zunehmender Anzahl an Prozessoren interessant, also wie
das Programm mit erh6hter Prozessoranzahl skaliert. In den folgenden Abschnitten sollen die
Genauigkeit des Modellierungsprogrammes tberprift und eine optimale Kombination aus Glei-
chungsldser und Vorkonditionierer gefunden werden. Im Anschluss daran wird in Skalierungs-
tests der Laufzeitgewinn fur verschiedene Modelle untersucht.

4.1 Genauigkeit des Modellierungsprogrammes  dcfempar

Aussagen uber die Genauigkeit der FEM-Modellrechnung lassen sich durch den Vergleich mit
analytischen Losungen fur einfache Modelle treffen. Zu diesen zahlen der homogene Halbraum,
der geschichtete Halbraum und die vertikale Platte im homogenen Halbraum. Weiterhin werden
Ergebnisse anderer numerischer Modellierungsprogramme zum Vergleich herangezogen.

Auf die Genauigkeit haben eine Vielzahl von Faktoren Einfluss. Eine systematische Untersu-
chung aller ist im Rahmen dieser Arbeit nicht moglich. Deshalb soll im Folgenden der Einfluss
der Randbedingungen, der TetGen-Parameter und das Abbruchkriterium des Gleichungslosers
genauer betrachtet werden.

e Im Programmdcfemparsind homogene RICHLETsche Randbedingungen und homo-
gene gemischte Randbedingungen implementiert.

e Uber den TetGen-Parametgr wird eine zu erreichende Qualitat der Vernetzung gefor-
dert. Das Verhaltnis aus dem Radius der kleinsten das Tetraeder enthaltenden Kugel und
der Lange der kirzesten Kante muss fur alle Tetraeder der Triangulierung gleich oder
kleiner dem angegebenen Wert sein. Auf den Grad der Verfeinerung um die Elektroden-
position hat der Abstand: eines Verfeinerungspunktes Einfluss. Die Elektrodenposition
und der Verfeinerungspunkt werden als Knoten der Vernetzung festgelegt.

e Zur Bestimmung der Konvergenz des iterativen Gleichungslosers wird in PETSc ein re-
latives MaR verwendet. Wenn das Residuum der k-ten lterigfté||, eine gegebene
Schranke unterschreitet

17y = || fn =A@ ||y < rtol * || fr — ApPO ||y = rtol |7V, (4.2)

dann ist Konvergenz im Rahmen der Ubes/ und des Residuum dérten Iterierten
festgelegten Grenze erreicht. Wenn nicht anders angegeben, wird fur alle folgenden Un-
tersuchungentol auf 102 festgelegt.
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Der relative Fehler der numerischen Modellrechnung

€ — Osnumerisch — Qsanalytisch « 100% (42)
Qsanalytisch

wird zur Abschétzung der erreichten Genauigkeit verwendet.

4.1.1 Der homogene Halbraum

Das Modell des homogenen Halbraumes erstreckt sich in x- und y-Richtung 2&hm bis

290 m und in z-Richtung vord m bis —406 m. Fur den spezifischen elektrischen Widerstand
wurde 100 2 - m angenommen. In Abbildurlg A.1 (Anhang) ist das unstrukturierte Tetraeder-
gitter fir den homogenen Halbraum dargestellt. Es wurde eine Pol-Pol-Sondierung simuliert.
Der Einspeisepol befindet sich Héi 0, 0). Entlang eines Profiles auf der y-Achse ist zwischen
—40m und40 m aller 1 m an den Potentialelektroden der Wert flr den scheinbaren spezifischen
Widerstando, bestimmt worden.

Das Modell beinhaltet keine Leitfahigkeitskontraste. Damit hangt im Wesentlichen die Genau-
igkeit von der Struktur des Tetraedergitters ab. Dadurch eignet es sich fur eine Untersuchung
zum Einfluss der TetGen-Parametgrunddz.

In den Grafiken der Abbildung 4.1 sind fiir Qualitatsparameter zwis¢hieand 2.0 bei fes-

tem Abstand des Verfeinerungspunktes von der Elektrodenpositior-(0.10 m) die relati-

ven Fehler (Gleichung (4.2)) Uber dem Abstand vom Einspeisepol dargestellt. Die Diagramme
in Abbildung[4.2 zeigen fiir einen festen Qualitatsparameterl(.2 ) bei variierendemiz
zwischen(0.01 m und 0.50 m die Ergebnisse fur den relativen Fehler tiber dem Abstand vom
Einspeisepol. Rot gekennzeichnet sind die Modellrechnungen mit gemischten Randbedingun-
gen und Blau die fur IRICHLETsche Randbedingungen. Mit Pluszeichen werden die relativen
Fehler fir das Programaicfemparund mit Kreisen die v0|ggfem3 hervorgehoben.

In allen Abbildungen sind zum Rand hin steigende relative Fehler fir homogexneHHd
LETsche Randbedingungen festzustellen. Dieser Rand ist nicht wie angenommen im Unend-
lichen (im;7_. ¢ = 0), womit die erzwungene Abnahme des Potentials auf Nul 0)

Fehler verursacht. Dagegen sind die homogenen gemischten Randbedingungen fur dieses Mo-
dell exakt, was sich in geringen relativen Fehlern au3ert. Diese liegen unterhaityvond
nehmen mit dem Wert fir den Qualitdtsparamegerb. Ein Resteinfluss bleibt durch das grobe
Gitter am Rand.

Bei grofl3er werdenden Abstandéndes Verfeinerungspunktes von der Elektrodenposition er-
hohen sich die relativen Fehler in der Nahe vom Einspeisepol, was durch einen geringeren
Verfeinerungsgrad um die Elektrodenposition erklart werden kann.

SCarsten Ruicker, personliche Kommunikation, FEM-Modellrechnung, Totalpotential
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Vergleicht man die Resultate fiir beide Programme, so zeigt sich eine gute Ubereinstimmung,
was auch bedingt durch die Verwendung derselben Tetraedergitter erwartet wird. Die Unter-
schiede in den relativen Fehlern funACcHLETschen Randbedingungen bedurfen allerdings
noch einer genaueren Untersuchung.

Wie aus den Abbildungen 4.1 upd 4.2 zu entnehmen ist, beeinflussen beide TetGen-Parameter
die Genauigkeit in unterschiedlicher Weise. Wahrend die Genauigkeit mit kleiner werdendem
Qualitatsparameter tUber das gesamte Gebiet ansteigt, bewirken kleine Abstdnde des Verfeine-
rungspunktes eine Verbesserung der Genauigkeit in der Nahe des Einspeisepols. Der Typ der
Randbedingung beeinflusst im Wesentlichen die Genauigkeit der Modellierung zum Rand hin.
Gute Ergebnisse bei einer annehmbaren GittergrofRe zeigt die Kombinatieg du8 und

dz = 0.10 m mit homogenen gemischten Randbedingungen.
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4.1.2 Der geschichtete Halbraum

Als Modell fur den geschichteten Halbraum wurde der Dreischichtfall gewéhlt. Die Ausdeh-
nungen in x-, y- und z-Richtung sind identisch mit dem Modell des homogenen Halbraums.
Die Machtigkeit der ersten Schicht betrégtm und der spezifische elektrische Widerstand
102 - m. Die n&chste Schicht hao0 2 - m bei einer Machtigkeit vos0 m. Fir die darunterlie-

gende dritte Schicht wurde ein spezifischer elektrischer Widerstand onm angenommen.

Eine Darstellung des Tetraedergitters flr dieses Modell ist in Abbilflung A.2 zu finden.

In der vorangegangenen Untersuchung wurde festgestellt, dasg rhi2 unddz = 0.10m

eine gute Genauigkeit bei homogenen gemischten Randbedingungen erreicht wird. Bei der Ge-
nerierung der Vernetzung fiir den Dreischichtfall fanden diese Verwendung. Die relativen Fehler
fur eine inverse Schlumbergersondierung mit den Einspeisepuftkten m, 0) und(0, 1 m, 0)

sind tber dem halben Separationsabstand in Abbilfurig 4.3 dargestellt. Die analytische Losung
wurde mit einem Programm von Christoph Schwarza]}i'rechnet. Durch rote Kreuze sind

die relativen Fehler fur das Programduofemparund durch blaue Kreise die vaygfem3cdher-
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Abbildung 4.3:Relativer Fehler der Vorwértsrechnung fir den Dreischichtfall, inverse
Schlumbergersondierung
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vorgehoben. Es zeigt sich eine nahezu vollkommene Ubereinstimmung fir beide Programme.
In der Nahe der Dipolquelle liegt der relative Fehler B& und wird zum Rand hin grofRer.
Dies kann durch die Verwendung von ungeeigneten Randbedingungen erklart werden.

4.1.3 Die vertikale Platte im homogenen Halbraum

Das Modell der vertikalen Platte im homogenen Halbraum ist ein in der Literatur haufig ver-
wendetes Beispiel (Li und Spitzer, 2002). Uber eine breite in x-Richtung zwische0 m

und 25 m liegende, in y- und z-Richtung "unendlich” ausgedehnte vertikale Platte wurde eine
Pol-Pol-Sondierung simuliert. Das Modell erstreckt sich in x- Richtung-v850 m bis 850 m,

in y-Richtung von—1050 m bis 1050 m und in z-Richtung vord m bis —1020m und ist in
Abbildung[A.3 dargestellt. Der Einspeisepol befand sich(Bei, 0), 20 m neben der vertika-

len Platte. Der spezifische elektrische Widerstand fir den homogenen Hintergrund wurde auf
100 €2 - m und fur den Dike aul0 Q2 - m festgelegt. In Abbildunf 4]4 ist der relative Fehler fur

drei verschiedene Modellierungsprogramme tber dem Abstand vom Einspeisepol aufgetragen.
Die analytische Losung wurde mit dem Programm von Tillman Harf$keirechnet. Rot kenn-
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Abbildung 4.4:Relativer Fehler der Vorwartsrechnung fur die vertikale Platte im homogenen
Halbraum, Pol-Pol-Sondierung
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zeichnet die Ergebnisse mit dem Prograducfempay Blau die mitggfem3dRiicker, 2003) und
Magenta die von Yuguo Li aus der Veroffentlichung (Li und Spitzer, 2002) zur Verfigung ge-
stellten Ergebnisse. Die beiden zum Vergleich herangezogenen Programme verwenden zur L6-
sung der Vorwéartsaufgabe eine Technik zur Beseitigung von Quellsingularitaten (Lowry et al.,
1989). Dementsprechend ergeben sich in der Nahe des Einspeisepols fir diese Programme sehr
geringe Fehler. Am Leitfahigkeitskontrast erreichen die relativen FéHiét und nehmen zum

Rand leicht ab. FiUr das in dieser Arbeit entwickelte Prograsefemparliegen die Fehler in
Quellndhe unte?.5 % und nehmen mit gréRerer Entfernung von der Quelle auf unien ab.

4.1.4 Konvergenzkriterium

Fur alle bisher gezeigten Vergleiche mit analytisch berechneten Losungen zeigt sich eine gute
Genauigkeit fur das erstellte Programm. Neben den Randbedingungen und Parametern fur die
Gittergenerierung hat auch das verwendete Konvergenzkriterium des linearen Gleichungslosers
einen Einfluss auf die erzielte Genauigkeit. In Abbild{ing 4.5 ist fiir das Modell der vertikalen
Platte der relative Fehler fur verschiedene Werte moh ber dem Abstand vom Einspeisepol
dargestellt. Entsprechend der Legende ist jedem Wert-&drein farbliches Symbol zugeord-
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Abbildung 4.5:Relativer Fehler der Vorwartsrechnung fir verschiedene Werte-«onPol-
Pol-Sondierung
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net. Es ist zu erkennen, dass Werte gréRend@l$® zu teilweise erheblichen Fehlern fiihren.
Als guter Wert fir die relative Konvergenzschranke kafn®® bis 10-% gesehen werden.

4.2 Vergleich verschiedener Blockvorkonditionierer

Um ein Optimum an Effizienz zu erreichen, ist es notwendig eine geschickte Kombination aus
iterativem Gleichungsléser und Vorkonditionierer zu finden. Die Systemmatrist symme-

trisch und positiv definit, weshalb als Gleichungsléser das PCG-Verfahren eingesetzt wird. Als
Vorkonditionierer werden fur parallele Implementierungen sogenannte Blockvorkonditionierer
angewendet. In PETSc steht daftir der Block-Jacobi-Vorkonditionierer zur Verfligung. Fur jeden
lokalen Matrixblock & ein Block des Blockvorkonditionierers) ist ein sequentieller Vorkondi-
tionierer zu finden, fur den einerseits das Programm mit zunehmender Prozessoranzahl skaliert
und andererseits die Laufzeit des iterativen Gleichungslosers minimiert wird. Dazu kdnnen in
PETSc fur die einzelnen Blécke der SSOR-, ILU- oder ICC-Vorkonditionierer verwendet wer-
den.

Im Vorfeld des Vergleichs fur die drei Blockvorkonditionierer muss fur das SSOR-Verfahren
ein optimaler Wert fur den Relaxationsparametebestimmt werden. Mit zwei Prozessoren
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Abbildung 4.6:Vergleich der Laufzeit fur verschiedene Werte voauf zwei Prozessoren

des Linux-Clustef$wurden unterschiedliche Werte zwischer und 1.6 getestet. Bei dem
verwendeten Modell handelt es sich um den Dreischichtfall, der im vorhergehenden Abschnitt

8Neun PCs, Institut fiir Geophysik, TU Bergakademie Freiberg
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erlautert wurde. Die TetGen-Parametgr1l.1 unddz = 0.05m fuhren fir dieses Modell auf

ein Gleichungssystem mii0500 zu bestimmenden Unbekannten. Die gemittelte Laufzeit fur
eine Losung des linearen Gleichungssystems ist in Abbilflurig 4.6uiibafgetragen. Fur die
Mittelwertbildung wurder243 Werte fir einenv-Wert benutzt. Mit ansteigendem Relaxations-
parameter nimmt die Laufzeit des iterativen Gleichungslésers zu. Das Minimum-bei.25

wird fur die weiteren Untersuchungen verwendet.

Fur die drei Blockvorkonditionierer ist in Abbildurig 4.7 die Zeit fur das Losen eines linearen
Gleichungssystems (Mittelwert aus 243 Werten) Uber der Prozessoranzahl dargestellt. Durch
das entsprechende Symbol in der Legende werden die drei Blockvorkonditionierer unterschie-
den. Der Dreischichtfall wurde als Modell beibehalten und damit auch die Anzahl der Unbe-
kannten. Bedingt durch einen Hardwaredefekt konnten bei den weiteren Untersuchungen teil-
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Abbildung 4.7:Vergleich der verschiedenen Blockvorkonditionierer

weise nur acht Prozessoren verwendet werden. Fir alle drei Vorkonditionierer ist eine nahezu
ideale Laufzeitabnahme mit der Anzahl an Prozessoren festzustellen. Die benétigte Zeit zum
Ldsen des linearen Gleichungssystems steigt vom ICC- tber den ILU- zum SSOR-Blockvor-
konditionierer an. Da die absoluten Laufzeiten fir den ICC-Vorkonditionierer am geringsten
sind, wird dieser fur alle weiteren Untersuchungen eingesetzt.
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4.3 Skalierung

Die in Abschnit{2.3.p aufgefiihrten Ansatzpunkte zur Parallelisierung sollen nun hinsichtlich
ihrer effizienten Implementierung durch Laufzeitmessungen untersucht werden. Die Aufteilung
des Gitters auf die einzelnen Prozessoren kann nur unzureichend durch Laufzeiten quantifiziert
werden. Eine gute Aufteilung der Elemente beeinflusst direkt die Laufzeit des gesamten Pro-
grammes, da nur durch eine gute Balance gewahrleistet werden kann, dass keine Leerlaufzeiten
fur einzelne Prozessoren entstehen. Wenn die Erwartungen an den Aufbau des linearen Glei-
chungssystems erfullt werden sollen, dann muss eine lineare Abnahme der Laufzeit zu erkennen
sein. Um diesen Sachverhalt genauer zu untersuchen, ist fur zwei Modgli®{ und 400500

Knoten) der Mittelwert fur die Zeit zur Assemblierung bestimmt worden. Dieser ist Uber der
Prozessoranzahl in Abbildu@B fur das SMP-Sy@téﬁymmetrischeS Multiprozessorsys-
tem)geos3 (Rot) und den Linux-Cluster (Blau) dargestellt. Beim Modell aio500 Unbe-
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Abbildung 4.8:Laufzeit fir den Aufbau des linearen Gleichungssystems

kannten handelt es sich wiederum um den Dreischichtfall aus dem vorhergehenden Abschnitt.
Fur das Modell eines Flussdeiches ergeben 4500 Knoten in der Triangulierung (Abbil-

SVier Prozessoren, geos3.geo.tu-freiberg.de
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dung[A.4). Die Ergebnisse fiir den Linux-Cluster spiegeln die gestellten Erwartungen wieder.
Es ist klar zu erkennen, dass sich mit Verdopplung der Prozessoranzahl die Laufzeit halbiert.
Dieses Verhalten gilt fur beide betrachteten Modelle. Fir das SMP-System ist dies nicht der
Fall. Es kann lediglich eine Halbierung der Laufzeit fur vier Prozessoren erreicht werden.

Der nachste Ansatzpunkt fur die Parallelisierung ist die Losung des linearen Gleichungssys-
tems. Es wurden wieder die gleichen Modelle benutzt. In Abbildung 4.9 ist der Mittelwert der
Laufzeit fir das Losen eines linearen Gleichungssystems tber der Anzahl an Prozessoren fur
den Linux-Cluster (Blau) und das SMP-System (Rot) aufgetragen. Die guten Resultate flr den
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Abbildung 4.9:Laufzeit fur das Lésen des linearen Gleichungssystems

Linux-Cluster bestatigen sich auch bei der iterativen Losung des linearen Gleichungssystems.
In diesem Test konnte eine nahezu ideale Laufzeitabnahme mit der Anzahl an eingesetzten
CPUs gemessen werden. Das im Vergleich dazu negative Ergebnis des SMP-Systems wirft Fra-
gen auf. Rein von den Hardwarevoraussetzungen sollte mit diesem Rechner ein vergleichbarer
Laufzeitgewinn zu erreichen sein. Dass dies nicht so ist, kann u. U. durch ein unginstiges "Job-
Scheduling” im Betriebssystemkern erklart werden. Dies wirde bedeuten, dass die parallelen
Prozesse zwischen den zur Verfigung stehenden Prozessoren verschoben werden und damit
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einhergehend Laufzeiteinbuf3en zu beobachten sind. Dieser Umstand kénnte auch fur die unzu-
reichende Reproduzierbarkeit der Laufzeitmessungen auf dem SMP-System mit zwei und drei
Prozessoren verantwortlich sein.

Nachdem der Nachweis erbracht werden konnte, dass die einzelnen Schritte gut parallelisiert
sind, muss das Verhalten des gesamten Programmes genauer betrachtet werden. Wie durch das
AMDAHL sche Gesetz belegt ist, hat der rein sequentiell auszufihrende Programmcode einen
wesentlichen Anteil am maximal erreichbaren Speedup. Deshalb war bei der Implementierung
auf einen maoglichst geringen Prozentsatz an rein sequentiell abzuarbeitenden Code zu achten.
Wie der Mittelwert der Gesamtlaufzeit aus drei Durchlaufen des Programmes mit der Anzahl

an Prozessoren skaliert, wird in Abbildung 4.10 veranschaulicht. Bei dem kleineren Modell ist
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Abbildung 4.10:Gesamtlaufzeit des Programmes

die Potentialverteilung fig1 Quellpositionen und bei dem gré3eren 2ui7 Quellen zu bestim-

men. Man erkennt wieder eine nahezu ideale Abnahme der Gesamtlaufzeit mit der Anzahl an
Prozessoren fir den Linux-Cluster. Die ungenugenden Resultate aus den Einzeluntersuchun-
gen fur das SMP-System werden durch die dargestellten Laufzeitergebnisse bestatigt. Fir beide
Modelle zeigen sich keine Unterschiede in der Abnahme der Laufzeit.
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Wird der parallele Speedup (Gleichuig (2.61)) berechnet und fiir beide Modelle sowie Rechne-
rarchitekturen uber der Anzahl an Prozessoren aufgetragen, so ergibt sich der in Agbildiing 4.11
dargestellte Verlauf. Fir das SMP-System ist ein paralleler Speedup von zwei bei vier einge-
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Abbildung 4.11Paralleler Speedup fur das gesamte Programm

setzten Prozessoren zu verzeichnen. Dem gegenuber wird auf dem Linux-Cluster ein Speedup
von fast acht bei einer Prozessoranzahl von acht erreicht. Fir das Mod&losit zu bestim-

menden Unbekannten verringert sich die Zunahme des Speedup ab sieben Prozessoren. Ab 10
bis 12 Prozessoren kénnte der Punkt erreicht sein, ab dem der Speedup nicht mehr ansteigt. Das
wuirde bedeuten, es wird mehr Zeit fir die Kommunikation als fiir die Berechnung aufgewendet,
weil die einzelnen Systemmatrixblocke zu klein sind. Der gleiche Effekt wirde fir das Modell

mit 400500 Knoten ab 20 bis 25 Prozessoren eintreten.

Insgesamt konnten die gestellten Erwartungen mehr als Gbertroffen werden. Bei acht Prozesso-
ren ist ein paralleler Speedup varr fur ein Modell mit400500 Knoten erreichbar.

Fur alle in dieser Arbeit dargestellten Laufzeiten liegt der relative Fehler der Laufzeitmessung
unter1% (Verhéaltnis von Standardabweichung zu Mittelwert der Laufzeit).
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5 Zusammenfassung

Ziel dieser Diplomarbeit war es, ein parallelisiertes Vorwartsmodellierungsprogramm fir die
Gleichstromgeoelektrik auf Basis der Finite-Elemente-Methode zu erstellen. Bei der Entwick-
lung des Programmes wurde auf vorhandene und frei verfigbare Programmpakete zurtickge-
griffen. Dadurch konnte innerhalb dieser Arbeit in einem relativ kurzen Zeitraum ein paralleles,
3D FEM-Modellierungsprogramngcfempar entwickelt werden. Zu den verwendeten Pake-

ten zahlen der Gittergenerator TetGen (Si, 2003), die FEM-Bibliothek libMesh (Kirk et al.,
2004) und als Gleichungsloser PETSc (Balay et al., 2001) sowie die MPI-Implementierung
MPICH (Gropp und Lusk, 1996). In den Entwicklungsprozess sind ebenso die Erfahrungen von
Carsten Rucker mit der Generierung von unstrukturierten Tetraedergittern und die Programm-
entwicklungen von Thomas Guinther zur Visualisierung der Ergebnisse eingeflossen. Das mo-
dulare Entwicklungskonzept hat sich als vorteilhaft erwiesen und ist fur die L6ésung zukunftiger
geophysikalischer Problemstellungen weiterzuempfehlen.

Die verschiedenen Genauigkeitsuntersuchungen fiir das erstellte Progicfemparzeigten

im Vergleich zu den Ergebnissen anderer Programme gute Resultate. Der Vergleich der Model-
lierungsergebnisse mit denen eines zweiten FE-Programmes, auf der Basis desselben unstruk-
turierten Tetraedergitters, fuhrte zu einer Ubereinstimmung innerhalb numerischer Fehler. Es
konnte gezeigt werden, dass auf die Genauigkeit mehrere Faktoren Einfluss nehmen. Dies sind
insbesondere der Typ der Randbedingung, die TetGen-Parameter und der Wert des Konvergenz-
kriteriums. Durch eine glinstige Kombination der Einflussfaktoren konnte eine hohe Genauig-
keit und eine optimale Nutzung der Ressourcen erzielt werden. In zukinftigen Betrachtungen
sollte der Einfluss des Gitters auf die Genauigkeit intensiver untersucht werden.

Hinsichtlich der Laufzeit, bei wachsender Zahl an eingesetzten Prozessoren erwies sich das
PCG-Verfahren mit dem Block-Jacobi-Vorkonditionierer und der unvollstandigen Cholesky-
Zerlegung als Blockvorkonditionierer als glinstigste Kombination. Daneben sind in Zukunft die
Verwendung weiterer PETSc-Parameter und anderer Gleichungsléser (Multigrid) in Betracht
zu ziehen.

Den durch die Parallelisierung erreichbaren Laufzeitgewinn beeinflussen die sequentiellen Pro-
grammteile in einem geringeren Mal3e als erwartet. In den Skalierungstests konnte ein maxima-
ler paralleler Speedup von7 bei acht Prozessoren festgestellt werden. Damit sind die an das
entwickelte Programm gestellten Erwartungen Utbertroffen worden.

Ansatzpunkte fur weitere Verbesserungen sind vor allem auf zwei Gebieten zu suchen. Durch
verbesserte Randbedingungen und die Technik der Singularitatenbeseitigung kann eine wei-
tere Reduzierung der Fehler am Rand und in Quellennahe erreicht werden. Die Anzahl der
bendtigten Freiheitsgrade kann bei gleicher Genauigkeit u. U. durch die Verwendung von An-
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satzfunktionen hoherer Ordnung verringert werden. In weiterfihrenden Arbeiten missen an-
dere Elementtypen hinsichtlich der damit erzielbaren Genauigkeit im Verhaltnis zum Aufwand
der Gittergenerierung und zur Anzahl der Knoten untersucht werden. Innerhalb der libMesh-
Bibliothek sollte vorrangig die Implementierung der Ein- und Ausgaberoutinen auf die parallele
Abarbeitung angepasst werden. AufRerdem sind weitere Verbesserungen bei der Verwaltung der
Datenstrukturen und die Beseitigung kleinerer Probleme wiinschenswert. Erst mit diesen Ande-
rungen wird es moglich sein, das Konvergenzverhalten des FEM-Programmes fir zunehmend
verfeinerte Gitter zu Uberprifen und damit die Fehler unter ein gewinschtes Mal3 zu senken. Mit
einer graphischen Benutzeroberflache kdnnte das Programm nutzerfreundlich gestaltet werden.
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A Verwendete Tetraedergitter

Zur Visualisierung der unstrukturierten Tetraedergitter in den Abbilduhgen A[L bjs A.4 wur-
de das frei verfigbare Programm MEDIT (INRIA-Rocquencourt, 2003) verwendet. Die ver-
schiedenen Farben heben die im entsprechenden Modell vorhandenen Leitfahigkeitsstrukturen
hervor. Die Lage der Elektrodenkette an der Oberflache wird durch die Verdichtung der Tetra-
ederelemente in der Mitte der Abbildungen verdeutlicht.

Die Vorteile von unstrukturierten Tetraedergittern durch ihre hohe Flexibilitdt kbnnen anhand
der Darstellungep A1 bjs A.4 veranschaulicht werden. Mit diesen Gittern ist es moglich, nahe-
zu jede Modellgeometrie nachzuempfinden. Darlber hinaus ist eine Minimierung der Fehler an
Leitfahigkeitskontrasten und Quellsingularitaten durch eine lokale Verringerung der Element-
grofRe maoglich.

Die Schnitte durch die Modelle in den AbbildundenA.1,]1A.2 Ind A.3 zeigen an der Oberflache
die enorme Verfeinerung um die Elektrodenposition durch sehr kleine Elemente. Die gleich-
zeitig in diesen Modellen vorhandene VergroR3erung der Tetraederelemente in den Gebieten wo

ohnehin nur eine geringere Genauigkeit gefordert ist (am Rand), bewirkt eine effiziente Nut-
zung des Speichers. Abbildupg A.4 stellt einen Ausschnitt aus dem Modell eines Deichkopers
dar. Die bei unstrukturierten Tetraederdiskretisierungen vorhandene Flexibilitat wird durch die
Nachbildung der Topographie und der enthaltenen Leitfahigkeitsstrukturen verdeutlicht.
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Abbildung A.1:Unstrukturiertes Tetraedergitter fir den homogenen Halbraum

Abbildung A.2:Unstrukturiertes Tetraedergitter fir den Dreischichtfall
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Abbildung A.3:Unstrukturiertes Tetraedergitter fir die vertikale Platte im homogenen Halb-
raum

Abbildung A.4:Unstrukturiertes Tetraedergitter fir das Deichmodell



B Inhalt der beiliegenden CD 58

B Inhalt der beiliegenden CD

Dieser Arbeit ist eine CD beigelegt, auf der sich die verwendeten Softwarepakete, der Quell-
text des Programmekcfemparund die Eingabedateien im TetGen-Format fir die verwendeten
Modelle sowie einige kleine MATLAB-Routinen befinden.

Der OrdnerSource enthalt den Quelltext von TetGen in der VersibRc. Weiterhin sind

die libMesh-Bibliothek in der Versiof.4.1 und ein notwendiger Patch fur libMesh beigelegt.
Den Quelltext des erstellten Programnaesemparenthélt der OrdneDCFEMPar Fir die in
dieser Arbeit verwendeten Modelle befinden sicH @traedergitter die Eingabedateien
(Endungpoly ) und die zugehorigen Dateien fur die Kodierung des spezifischen elektrischen
Widerstands (Endungdno ). Im VerzeichniDarstellung  sind die notwendigen MATLAB-
Routine@ zur Visualisierung der Ergebnisse gespeichert. Die DREadMe.txt enthalt
gleichfalls die hier dargestellten Erlauterungen.

B.1 Installation der Softwarepakete

In dieser Arbeit wurde als Betriebssystem ein Debian GNU/Linux verwendet. Prinzipiell kon-
nen die einzelnen Komponenten auch auf jeder anderen Plattform tbersetzt werden, die von
dem entsprechenden Softwarepaket unterstitzt wird. Im Folgenden sollen kurz die notwendi-
gen Schritte zum Erzeugen der ausfihrbaren Dateien dargestellt werden. Diese kbnnen aber von
System zu System geringfuigig differieren.

Bevor die einzelnen Pakete Ubersetzt werden, ist es ratsam einen neuen Ordner anzulegen. In
diesen kopiert man die Archivdateien von TetGen und libMesh, sowie den CdifeEMPar

Zuerst sind die Quelltexte von TetGen Uber einen Aufruf von:

tar xzf tetgenl.2c_2.tgz

zu entpacken. Danach kann in dem Ordiegenl.2c_2  mit dem Unterverzeichnisrc
Ubermake der Quelltext des Gittergenerators in Maschinencode Ubersetzt werden. Das aus-
fuhrbare Programrtetgenbefindet sich daraufhin im Unterverzeichbis .

Um die Parallelisierung des Programndedemparnutzen zu kénnen, muss auf dem System

eine entsprechende MPI- und PETSc-Installation vorhanden sein. Was dabei zu tun ist, kann in
den zugehoérigen Anleitungen nachgeschlagen werden. Es ist nur wichtig, dass die entsprechen-
den Shell-VariablePETSC_DIRundPETSC_ARCHorrekt gesetzt sind. Um die Quellen von
libMesh zu Ubersetzten, muss zuerst das Archiv tber:

tar xzf libmesh-0.4.1.tar.gz

entpackt werden. Nach dem Wechsel in das neu entstandene Verzeichnis muss die Patchdatei
TetGen-libmesh.patch in dieses kopiert und Uber den Aufruf von:

0von Thomas Giinther zur Verfiigung gestellt.
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patch -pl < TetGen-libmesh.patch

angewendet werden. Daraufhin kann die libMesh-Bibliothek konfiguriert und Ubersetzt werden.
Mit dem Aufruf:

Jconfigure -disable-complex CXX=g++-3.3 CC=gcc-3.3 F77=g77-3.3

wird die Bibliothek fiir die Nutzung mit PETSc eingerichtet und mit der GNU Compiler Col-
lection in der Versior3.3 Ubersetzt. Falls es notwendig ist andere Optionen zu verwenden, hilft
folgender Aufruf:

Jconfigure -help

Nach dem Befehl:

make all

ist die Bibliothek bereit fur die Verwendung.

Zum Ubersetzen der Quellen vdofempamuss der Pfad zur libMesh-Bibliothek tiber:

export LIBMESH_DIR=<PFAD>

angegeben werden. Nach dem Wechsel in das VerzeilBlf@kEMParist nur noch ein Aufruf
des Befehls:

make dcfempar

notwendig, um die ausfuihrbare Datiifemparim Verzeichnis vorliegen zu haben.

Fur die weitere Nutzung empfiehlt es sich, tatgenund dcfempareinen symbolischen Link
mit dem Kommando:

In -s <Quelle> <Ziel>

anzulegen.

B.2 Erzeugen der Tetraedergitter

Im OrdnerTetraedergitter sind die Eingabedateien fur TetGen zu finden. Fir die ent-
sprechendeoly -Datei kann das unstrukturierte Tetraedergitter tber:

tetgen -pAezIiCV(ql.2T1le-12 HomoHR.poly

erzeugt werden. Falls es zu Fehlern kommt, sollte der Wert fur die interneNugt12 oder

der Wert fir den Qualitatsparametgyl.2 verdndert werden. Im Anschluss werden fir die
Vorwartsmodellierung die Dateien mit der Endwelg undnode bendtigt. In denode -Datei

sind die Koordinaten aller Gitterknoten gespeichert. Bei der Implementierung der Einleserou-
tinen in libMesh war es notwendig, alles méglichst portabel zu gestalten, sodass eine kleine-
re Anderung im Kopf denode -Datei erforderlich ist. Die erste Zeile hat folgende Struktur
61461 3 0 1 .Dies muss geandert werdenGh461 3 1 O . Dabei gibt der erste Wert die
Knotenanzahl, der Zweite die Anzahl der Koordinaten, der Dritte die Anzahl an Parametern an.
Der vierte Wert gibt an, ob ein sogenanntes "boundary flag"gesetzt ist oder nichteDipatei

mit der Elementzusammenhangstabelle kann unverandert ibernommen werden.
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B.3 Programmaufruf

Der Aufruf:

dcfempar -help

zeigt eine kurze Hilfe zu den Optionen des Programmes an. Uber die im Modell des homogenen
Halbraums enthaltene Elektrodenkette kann durch:

dcfempar -i HomoHR.node -a HomoHR.rho -0 HomoHR -b -2 -M t -v

eine komplette Pol-Pol-Messung simuliert werden. Die beiden AusgabedbteisoHR.dat

und HomoHR.collect  enthalten alle notwendigen Informationen um aus den simulierten
Daten beliebige Pseudosektionen zu generieren. IrdaerDatei ist eine Liste der Elektro-
denpositionen mit den dazugehdérigen Koordinaten gespeichertoldéet -Datei beinhaltet
einen x n Matrix. Jede Zeile charakterisiert dabei eine Quellposition. In der 15. Zeile sind
demnach alle Potentialwerte an den Elektroden fur die 15. Quellposition der Elektrodenkette
gespeichert.

B.4 Darstellung

Die DateiPolPol.dat im OrdnerDarstellung zeigt am Beispiel fur das Modell des
homogenen Halbraumes wie der Inhalt eidat -Datei erweitert werden muss, um eine Pol-
Pol-Messung mit dem Einspeisepurikt 0,0) zu simulieren. Mit dieser und deollect -
Datei kdnnen die Ergebnisse in MATLAB uber folgende Befehle:

MEA=load("HomoHR.collect’);
N=readinv3dfile('PolPol.dat’);
Rhos=collectrhoa(N,MEA);

plot ( N.elec(N.m,2), Rhos);

A W N PP

dargestellt werden. In Zeile 1 wird dmpllect -Datei geladen. Die folgende Zeile liest die
Lage der einzelnen Elektroden und die zu simulierende Messanordnung ein. Uber die Routine
collectrhoa in Zeile 3 werden die scheinbaren spezifischen Widerstande berechnet und in
der VariablenRhos gespeichert. Deplot -Befehl stellt diese dann Uber dem Abstand vom
Einspeisepol dar. Zur Darstellung kompletter Pseudosektionen sind in dem Verzeichnis speziel-
le Routinen vorhanden. Mehr lber die einzelnen MATLAB-Funktionen ist in der entsprechen-
denmDatei zu finden.
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